
Traitement numérique du signal

Exercice 1 :

On cherche à prédire l’évolution d’un signal stationnaire discret x(n) à partir de ses valeurs précédentes x(n-1), en formant l’estimation 
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a) On souhaite déterminer la valeur optimale de a qui minimise l’erreur quadratique moyenne 
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Etant donné que l’on fait une prédiction linéaire , il faut chercher la valeur de a qui minimise l’erreur quadratique moyenne.
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Sachant que
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 signifie « argument du minimum de … par rapport à … ».

Il faut calculer la valeur min par rapport à a de 
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En développant :
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il vient par substitution
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Le minimum est atteint pour â tel que : 
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C’est bien une minimum puisque ( est convexe – quadratique en a.

Soit : 
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Pour cette valeur, on a : 
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b) De la même manière, on pourra chercher à prédire x(n) à partir de p valeurs précédentes selon  
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Si on écrit cette relation sous forme vectorielle  
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Avec  
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Maintenant, on peut écrire l’erreur quadratique :
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En dérivant la forme quadratique par rapport à 
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, il vient :


[image: image18.wmf](

)

{

}

(

)

{

}

2.(1)().(1)

      = 2.(1)()(1).

      = -2.Rx-2.Rx.

T

T

d

Exnxnaxn

da

Exnxnxna

a

x

=----

----

+


…..etc  

Exercice 2 :  

Pour un système LTI suivant :
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a) Quels sont les coefficients (ai et bi) du système LTI ?


Par convention, on note :
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Il vient :
a1= 0.1; a2=-0.8 

b0= 0.5; b1=0.4; b2=-0.2

b) Quelle est l’équation aux différences qui relie y[n] et x[n] ?

y[n] = 0.1 y[n-1] – 0.8 y[n-2] + 0.5 x[n] + 0.4 x[n-1] – 0.2 x[n-2]

c) Quelle est la réponse impulsionelle pour les 3 premiers échantillons ?


On part du principe que :  x[n]=0 pour n < 0, 

h[n] = 0.1 h[n-1] – 0.8 h[n-2] + 0.5 ([n] + 0.4 ([n-1] – 0.2 ([n-2]

Ce signifie que ([n]=1 pour n=0 et ([n]=0  ailleurs

Donc  pour n=0 :

h[0] = 0.1 h[-1] – 0.8 h[-2] + 0.5 [0] + 0.4  [-1] – 0.2 [-2]
h[0] = (0.1*0)  – (0.8*0) + (0.5*1) +(0.4*0) – (0.2*(-2))=0.5

h[1] = 0.1 h[0] – 0.8 h[-1] + 0.5 ([1] + 0.4 ([0] – 0.2 ([-1]

h[1] = (0.1*0.5) –( 0.8*0) + (0.5*0) + (0.4*1) – (0.2 *0) = 0.45


h[2] = 0.1 h[1] – 0.8 ([0] + 0.5 ([2] + 0.4 ([1] – 0.2 ([0]

h[2] = (0.1*0.45) – (0.8*0.5) + (0.5*0) + (0.4*0) – (0.2 *1) = -0.555

d) Quelle est la transformée en z de ce filtre ?


On transforme y(n) en Y(z) :

Y(z) = 0.1 z-1Y(z) – 0.8 z-2Y(z) + 0.5X(z) + 0.4 z-1X(z) – 0.2 z-2X(z)     

ou  Y(z) (1 - 0.1 z-1 + 0.8 z-2) = X(z) (0.5 + 0.4 z-1 – 0.2 z-2) 

H(z) = Y(z)/X(z)
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e) Donnez les valeurs des pôles et des zéros et dessinez-les dans le cercle complexe ?


avec la fonction de transfert H(z)

Il y a 2 zéros : z1=-1.1483 et z2=0.3483

Il y a 2 pôles : p1= +0.05+0.893j et p2=+0.05-0.893j
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f) Le système LTI est-il récursif ?    Pourquoi ?

Le systéme est récursif puisqu’il fait intervenir le passé de la sortie.

h) Le système LTI est-il causal ?   Pourquoi ?

Le système est causal puisqu’il contient uniquement des retards.

Exercice 3 : 
Soient deux filtres numériques décrits par leur équation aux différences :


Filtre 1 :
y[n]
=
x[n]  -   0.4 x[n-1]   -  0.6 y[n-2]


Filtre 2 :
y[n]
=
x[n]  +  0.8 x[n-2]   -  0.6 y[n-2]

a) Donnez la fonction de transfert H(z) de chaque filtre 

On calcule d’abord la fonction de transfert de ces deux filtres
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b) Donnez l’équation aux différences correspondante, du système obtenu en mettant ces filtres en cascade comme montré ci-dessous :
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La fonction de transfert obtenue en mettant ces filtres en cascade est le produit des fonctions :
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L’équation aux différences correspondante est donc :
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c) Donnez la fonction de transfert H(z), et l’équation aux différences correspondante, du système obtenu en mettant les filtres 1 et 2 en parallèle et en ajoutant un filtre 3 en cascade comme montré ci-dessous :


Filtre 3 :
y[n]
=
x[n]  +  0.6 x[n-2]   -  0.4 y[n-1]
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En premier lieu, on peut écrire :  
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La fonction de transfert obtenue en mettant ces filtres en parallèle est la somme des fonctions de transfert individuelles :
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On en déduit donc l’équation aux différences suivante :
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Question 4   

Le signal

x(t) =
5 cos (2(2000t)


est échantillonné à Fe = 10 000 échantillons/seconde pendant 0.5s, après avoir été préalablement filtré par un filtre analogique anti-repliement (le filtre anti-repliment est un filtre parfait passe-bas avec une fréquence de coupure de 5 000 Hz et un gain de 1).  Le signal numérisé obtenu est x[n].

a) En prenant la convention que 0≤ k ≤ N-1, quels sont les indices k des raies X(k), de la DFT de x[n], qui sont non-nuls et quelles sont leurs valeurs X(k) ?

Fe= 10 000 échantillons/seconde pendant 0.5s ce qui nous donne N=5000 points.

Si  x(t)
= 5 cos (2(2000t)

donc x(t) est un signal d’amplitude 5 avec une fréquence de 2KHz.

Comme nous avons une Fe/2=5 KHz, en fréquence normalisée ( correspond à 

kfe/2 = N/2 = 2500.  Nous pouvons faire une règle de trois.

Si la raie à
2500 = 5KHz

    

  ?     = 2 KHz (fréquence d’entrée).

k2KHz= (2000*2500) / 5000 = 1000 

avec sa paire N- k2KHz =5000-1000 = 4000  

X[1000]=X[4000]= N/2 * amplitude de x[n]=12500

Au niveau du spectre, nous avons  2 Diracs à k=1000 et k=4000 avec une amplitude 12500

b) Quel est le nombre de point de x[n] ?  Quelle est la valeur DC ?   Quelle est la fréquence normalisée pour x[n] ?

x[n] = 5 cos (2(.2000n/Fe)=5 cos (2(. n/5)
N=5000K points ,   le niveau DC correspond à x[0]=0,  et enfin θ=2(/5=1.257
Question 5   

Soient x[n] et y[n] deux signaux discrets donnés à la figure suivante :
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Quel est le résultat de la convolution linéaire y[n]=x[n] * h[n] des signaux de la figure ?

x[n]=[2 3 1] et h[n]=[5 4 3 2 1]

	n=0
	0   0   5   4   3   2   1
1   3   2
         10
	10

	n=1
	0   5   4   3   2   1
1   3   2
   15+ 8
	23

	n=2
	5    4   3    2    1
1    3   2
5+12+ 6
	23

	n=3
	5   4   3   2    1
     1   3   2
     4+ 9+ 4
	17

	n=4
	5   4   3   2   1
          1   3   2
          3+ 6+ 2
	11

	n=5
	5   4   3   2   1    0
               1   3   2
               2+ 3
	5

	n=6
	5   4   3   2   1   0   0
                   1   3   2
                   1
	1


Au final :      y[n] = x[n] * h[n] = [10    23    23    17    11     5     1]
Question 6 

L’autocorrélation Rxx(k) d’un signal x[n], calculée sur N échantillons avec une fenêtre rectangulaire, est donnée par
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La figure suivante montre les 21 premières valeurs de Rxx(k) 

On désire calculer un prédicteur optimal à l’ordre m, donné par
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où e[n] est l’erreur de prédiction.

a) Calculez le coefficient optimal a1 du prédicteur d’ordre m=1

On calcule d’abord les autocorrélations pour k=0, 1 et 2 :



Rxx(0)
= 2



Rxx(1)
= 1.9579



Rxx(2)
= 1.8735

a1=Rxx(1)/ Rxx(0)=0.979

b) Calculez les coefficients optimaux a1 et a2 du prédicteur d’ordre m=2

Pour l’ordre 2, les coefficients optimaux sont la solution du système
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On trouve alors :
a1 =  1.487
a2 =  0.5189

c) Calculez l’énergie de l’erreur de prédiction e[n] pour le filtre d’ordre m=1 (l’énergie est la somme des e[n]2)

On estime l’énergie de l’erreur de prédiction à l’ordre 1 en prenant
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Question 7   

a) Donnez l’expression du signal x[n], de période N=64 échantillons, dont la transformée de Fourier discrète X(k) (DFT) est donnée, sur l’intervalle 0 ( k ( 63, par

X(k)
=
128


pour k = 0



64 j


pour k = 10



-64 j
 

pour k = 54

32        
pour k = 20 et k = 44

0 ailleurs

En appliquant directement la définition de la DFT inverse, et en notant que seuls les termes pour k=0, 10, 20, 44 et 54 sont nuls, on trouve :
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En notant que j=(-1/j), et que 
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b) Quelle serait alors la transformée de Fourier X2(k) du signal x2[n] 

définit par x2[n] = x[n+32] + x[n-32] ? (décalages circulaires)
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et donc :

(i.e. le double des coefficients X(k), dont on change le signe à tous les coefficients impairs). Puisque les coefficients impairs de X(k) sont nuls, on a simplement que X2(k) = 2 X(k).

Question 8

On applique une analyse LPC (calcul d’un filtre prédicteur par blocs) à un signal x[n], pour obtenir un signal d’erreur e[n] comme le montre la figure suivante.

[image: image92.wmf]]

[

9

.

0

]

[

n

u

n

x

n

=


a) Dans le schéma ci-dessus, décrivez la fonction de la boîte 1, et expliquez son rôle.

La boite 1 est une fenêtre (Hamming, Hanning, etc.) qui sert à lisser les effets de bords avant de calculer les coefficients de prédiction. L’enveloppe spectrale du filtre prédicteur sera plus proche du spectre du signal x[n] avec une fenêtre de type Hamming qu’avec une fenêtre rectangulaire.

b) Si l’ordre du filtre A(z) est 2, donnez l’expression de sa fonction de transfert, ainsi que l’équation aux différences qui relie e[n] à x[n].
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c) Si les trois premières autocorrélations normalisées de x[n] sont

Rxx(0)
= 1

Rxx(1)
= 0.9239

Rxx(2)
= 0.7071

Donnez les coefficients du filtre A(z) à l »ordre 2, et affichez la carte de ses pôles/zéros. 

A partir de cette observation, décrivez le signal x[n].  (Considérez aussi le filtre de synthèse 1/A(z) dans votre réflexion.)

A l’ordre 2, les coefficients de prédiction optimaux se trouvent par la solution du système suivant :
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On a donc
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dont la solution est 




a1 = 1.8483
et a2 =
-1.0000
d) Si on retire la boite 1, et que l’expression du signal x[n] est donnée par

x[n] = 0.9n u[n]

Calculez les coefficients du filtre A(z) à l’ordre 1, et donnez l’expression de son équation aux différences (prenez une longueur d’analyse N suffisamment grande).

Montrez qu’il s’agit d’un prédicteur parfait (e[n] = 0) pour le signal x[n] ci-dessus.



La fonction de transfert A(z) est donc
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Les racines de ce polynôme (zéros de A(z)) sont

(sur le cercle unité, à +- (/8) 
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On peut donc conclure que le signal x[n] a une allure de sinusoïde pure, de pulsation  w = (/8 radians par échantillon.
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Si le signal x[n] était donné par :

[image: image100.wmf]on calculerait ses autocorrélations R(0) et R(1) comme suit :
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Ainsi, à l’ordre 1, le coefficient de prédiction est

Donc, l’équation aux différences est donnée par



e[n] = x[n] - 0.9 x[n-1]

Or, x[n] (exponentielle décroissante ci-dessus) peut être décrit de façon récursive par



x[n] = 0.9 x[n-1]

Ce qui implique que e[n] = 0. 

On a donc un prédicteur parfait à l’ordre 1 pour cette exponentielle décroissante.

Question 9  

On désire écouter un signal x[n] échantillonné à 24 kHz et dont le module de la transformée de Fourier discrète est montré ci-dessous.
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Le problème est que la carte audio disponible opère uniquement à la fréquence d’échantillonnage 16 kHz. On doit donc modifier la fréquence d’échantillonnage de x[n] de 24 à 16 kHz. On réalise ce changement de cadence selon le schéma suivant (x[n] est le signal échantillonné à 24 kHz et y[n] est le signal de nouvelle fréquence d’échantillonnage égale à 16 kHz):
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a) Donnez les valeurs de K et L.

K = 3  et   L = 2
b) Décrivez précisément la fonction réalisée par la boite marquée d’un point d’interrogation.


La boite marquée d’un « ? » est un filtre passe-bas de fréquence de coupure fc = (/3, qui joue à la fois le rôle de filtre interpolateur pour le sur-échantillonnage par 3, et de filtre anti-aliasing pour le sous-échantillonnage.

c) Dessinez le plus fidèlement possible le module de la transformée de Fourier discrète des signaux v[n], w[n] et y[n].
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d) Le signal y[n] contient-il la même information que le signal x[n] ? Justifiez.

Le signal y[n] contient toute l’information contenue dans le signal x[n], puisque toutes les fréquences présentes dans x[n] se retrouvent dans y[n] (sur l’intervalle 0 à 2(/3 plutôt que sur 0 à ( pour x[n]).

Question 10  

Soit un filtre FIR passe-bas d’ordre 4 (longueur N=5) définit par la fonction de transfert suivante :
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[image: image41.wmf]
a) Montrez que le gain DC ((=0) de ce filtre est 1, et que son gain à (=( est 0.
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[image: image43.wmf]
Gain DC : somme des coefficients = 1

Gain à ( : 0.07 – 0.25 + 0.36 – 0.25 + 0.07 
= 0


b) Appliquez la transformation fréquentielle appropriée pour obtenir, à partir de ce filtre passe-bas, un filtre coupe-bande centré à (=(/2. Donnez sa fonction de transfert.

Le coupe-bande est obtenu en prenant ([n]-2h[n]cos(n(/2), où h[n] est le passe-bas ci-dessus.

On a donc :

n


-2

-1

0

1

2

h[n]
=

0.07

0.25

0.36

0.25

0.07

([n]
 =

0

0

1

0

0

cos(n(/2) =

-1

0

1

0

-1


Et ainsi, les coefficients du coupe-bande :


h2[n]
=

0.14

0

0.28

0

0.14

Sa fonction de transfert est donc :
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c) Montrez que le gain du filtre obtenu en (b) vaut bien 0 au centre de la bande coupée, c’est à dire pour (=(/2.

A (=(/2, le gain de ce filtre se trouve en remplaçant z par ej(/2 dans la fonction de transfert et en prenant le module, ce qui donne

Gain à (=(/2 
:
0.14  -  0.28  + 0.14 = 0

Question 11 

La fonction de transfert d’un filtre numérique est donnée par


[image: image45.wmf]2

1

2

1

49

.

0

9899

.

0

1

1

.

0

2

.

0

1

.

0

)

(

-

-

-

-

+

-

+

+

=

z

z

z

z

z

H


a) Ecrivez l’équation aux différences de ce filtre
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b) Calculez les pôles et les zéros de ce filtre, et dites s’il est stable ou instable (justifiez).


Zéros :
 zéro double à –1

Pôles  : 0.495 ( j 0.495  =  0.7 ej((/4

Par conséquent, le système STABLE, puisque les pôles ont un rayon < 1

c) Choisissez parmi les figures suivantes celle qui représente le module de la réponse en fréquence de ce filtre (montré entre 0 et (). Justifiez.
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Choix puisque les pôles sont à (/4 et le gain à ( vaut 0 

d) En fonction de la réponse trouvée en (c) (et sans faire de calculs), dessinez le plus fidèlement possible, en graduant bien les axes, le module de la réponse en fréquence 

(pour ( entre 0 et () du filtre dont la fonction de transfert est :
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Dans H2(z), on a remplacé z par z2 . On obtient donc une réponse fréquence contractée par 2, (sur l’intervalle 0 à ():
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Question 11   

La figure ci-dessous montre deux blocs de 32 ms, pris à différents moments d’un signal numérique (signal de parole). 


En justifiant clairement votre choix, dites quel est le spectre de chaque signal (Signal 1 et Signal 2) parmi les 4 spectres de la figure suivante. Notez que le module des spectres a été normalisé à 1, et que l’axe des fréquences est en kHz (ici, entre 0 et 4 kHz).

Les signaux 1 et 2 étant périodiques, leurs spectres seront nécessairement formés d’une série d’harmoniques. Ceci élimine donc le spectre 3.

Ensuite, la fréquence fondamentale, et la distance entre les harmoniques, est égale à 1/T, où T est la période du signal. 

Pour le signal 1, cette période est T1 = 8 ms = 0.008 sec.

Pour le signal 2, cette période est T2 = 4 ms = 0.004 sec.

Ainsi, la fréquence fondamentale du signal 1 est 1/ T1 = 125 Hz

Et la fréquence fondamentale du signal 2 est 1/ T2 = 250 Hz

Il devrait donc y avoir 8 harmoniques entre 0 et 1 kHz pour le signal 1.

Et il devrait y avoir 4 harmoniques entre 0 et 1 kHz pour le signal 2.

Ainsi, le seul spectre possible pour le signal 1 est le spectre 4.

Pour le signal 2, les spectres 1 et 2 seraient possibles puisqu’ils ont la même fréquence fondamentale. Cependant, comme le signal 2 est plus proche d’une série d’impulsions que d’une sinusoïde « molle », on s’attend donc à voir plusieurs harmoniques importantes dans son spectre.

Donc, le seul spectre possible pour le signal 2 est le spectre 1.

Question 12   

Soient deux filtres numériques décrits par leur équation aux différences :


Filtre 1 :
y[n]
=
x[n]  -   x[n-1]   -   0.25 y[n-2]


Filtre 2 :
y[n]
=
x[n]  +  0.25 x[n-2]   -   0.8 y[n-1]

a) Donnez la fonction de transfert Hs(z), et l’équation aux différences correspondante, du système obtenu en mettant ces filtres en cascade comme montré ci-dessous :

 

On calcule d’abord la fonction de transfert de ces deux filtres.
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La fonction de transfert obtenue en mettant ces filtres en cascade est le produit des fonctions :


[image: image50.wmf]1

1

2

1

8

.

0

1

1

)

(

)

(

)

(

-

-

+

-

=

=

z

z

z

H

z

H

z

H

c


L’équation aux différences correspondante est donc :
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b)Donnez la fonction de transfert Hp(z), et l’équation aux différences correspondante, du système obtenu en mettant ces filtres en parallèle comme montré ci-dessous :


La fonction de transfert obtenue en mettant ces filtres en parallèle est la somme des fonctions de transfert individuelles :
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et en simplifiant le numérateur :
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On en déduit donc l’équation aux différences suivante :
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Question 13 

La figure ci-dessous montre le module de la réponse en fréquence H(ej() de deux filtres numériques linéaires et invariant dans le temps. Notez bien l’échelle et les unités de l’axe des fréquences. On sait que chacun de ces filtres est d’ordre 3. On sait aussi que le filtre 1 est purement récursif (AR), et que le filtre 2 est purement non-récursif (MA). Pour simplifier, on présume que dans un filtre donné, le module des tous les zéros est le même, et le module de tous les pôles est le même. La résolution des modules est à une décimale près (par exemple, 0.5, 1.0, 1.2, etc.).


Donnez, pour chaque filtre :

a) les pôles et les zéros (et affichez-les dans le plan complexe en montrant aussi le cercle unité)

En observant le module des réponses en fréquence, notamment la position des pics et des creux spectraux, on déduit facilement que les pôles et les zéros des filtres 1 et 2 sont, respectivement (filtre 1 à gauche et filtre 2 à droite) : 


Pour déterminer le module des pôles du Filtre 1, on choisit ( = (, puis on essaie quelques modules entre 0.7 et 0.9 (en observant la forme de la réponse en fréquence, on déduit que les pôles doivent être relativement proches du cercle unité). Le « bon » module est celui qui produira un gain de 1.8 (environ) à  ( = (. En appliquant la méthode géométrique, on obtient les résultats suivants :

Si le module est 0.7 : 
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Si le module est 0.8 : 
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  (bingo !)

Si le module est 0.9 : 
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On en déduit donc que le module des pôles du Filtre 1 est 0.8.

Donc, les 3 pôles du Filtre 1 sont :
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Dans le cas du Filtre 2, c’est encore plus simple puisque les zéros sont sur le cercle unité. Les zéros du Filtre 2 sont donc :
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b) l’équation aux différences
Pour déterminer les équations aux différences, on écrit d’abord la fonction de transfert, et on applique ensuite la transformée en z inverse.

Pour le Filtre 1
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Puisque H(z) = Y(z)/X(z), on peut donc écrire l’équation aux différences :
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Pour le Filtre 2
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d’où on déduit directement l’équation aux différences :
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Question 14 

Considérez les deux filtres suivants, donnés par leur équation aux différences :

y[n] =
(-x[n] + x[n-1] - x[n-2]) / 3

(Filtre 1)

y[n] =
x[n] + 1.7913 y[n-1] – 0.81y[n-2] 
(Filtre 2)
a) Donnez le gain DC de chacun de ces filtres

Pour trouver le gain DC, il faut d’abord déterminer la réponse en fréquence de chaque filtre :

Filtre 1 : 
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Filtre 2 : 
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Le gain DC se trouve en posant (=0 :

Filtre 1 : 
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Filtre 2 : 
[image: image68.wmf]5
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b) Calculez et tracez les pôles et les zéros de chacun de ces filtres


On calcule d’abord les fonctions de transfert :

Filtre 1 : 
[image: image69.wmf]2
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Filtre 2 : 
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Chaque filtre a donc 2 zéros et 2 pôles, qui sont respectivement les racines du numérateur et du dénominateur de sa fonction de transfert.

Pour le filtre 1 :
zéros :  0.5 ( j0.866 = e(j(/3



pôles :  1 pôle double à 0

Pour le filtre 2 :
zéros : 1 zéro double à 0



 
pôles : 0.8956 ( j0.0884

Graphiquement :

c) Ces filtres sont-ils STABLES? Sont-ils CAUSAUX? Justifiez.

Ces filtres sont tous les deux stables (module des pôles inférieur à 1) et causaux (aucune boîte d’avance dans les équations aux différences, i.e. aucune puissance positive de z dans les fonctions de transfert).

Question 14 
Le signal
x(t) = 20 sin(2(1000t)


est échantillonné à la cadence Fe = 8000 échantillons/seconde, après avoir été préalablement filtré par un filtre analogique anti-repliement dont le déphasage à 1000 Hz est –0.5 radians. Le signal numérisé obtenu est x[n].

On filtre ensuite x[n] avec un filtre numérique dont l’équation aux différences est

y[n] =
x[n] + 1.2728 y[n-1] – 0.81y[n-2]

a) Donnez la forme du signal y[n] obtenu à la sortie de ce filtre, en régime permanent.

Le signal analogique original

x(t)= 20 sin(2(1000t)


devient :  x(t) = 20 sin(2(1000t – 0.5)  à la sortie du filtre anti-repliement.

Échantillonné à 8 kHz, ce signal devient

x[n] = 20 sin(2(1000n/Fe – 0.5)

       = 20 sin(2(1000n/8000 – 0.5)

       = 20 sin(n(/4 – 0.5)

(la fréquence normalisée est ( = (/4).

Le signal x[n] est ensuite filtré par un filtre numérique dont l’équation aux différences est

y[n] = x[n] + 1.2728 y[n-1] – 0.81y[n-2]

La réponse en fréquence de ce filtre est
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On veut connaître son gain et sa phase à ( = (/4.

On a
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Ainsi, le gain du filtre à ( = (/4 est
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et sa phase est
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Ainsi, la réponse y[n] du filtre numérique sera

y[n] =
7.43 * 20 sin(n(/4 – 0.5 – 0.73)

       =
148.6 sin(n(/4 – 1.23)

Question 15  

a) Donnez le signal x[n], de période N=32 échantillons, dont la transformée de Fourier discrète X(k) (DFT) est donnée, sur l’intervalle 0 ( k ( 31, par

X(k) =
8
pour k = 0


16 (1+j) /(2
pour k = 5


16 (1- j) /(2
pour k = 27

16  


pour k = 10 et k = 22

0
ailleurs


On doit prendre ici la transformée de Fourier inverse de X(k) sur N=32 points, pour obtenir x[n] :


[image: image75.wmf])

16

10

cos(

)

4

16

5

cos(

4

1

       

16

16

16

16

8

32

1

       

16

16

16

16

8

32

1

       

16

16

2

)

1

(

16

2

)

1

(

16

8

32

1

       

)

(

32

1

       

)

(

1

]

[

10

)

16

(

10

)

16

(

]

4

5

)

16

[(

]

4

5

)

16

[(

10

)

16

(

10

)

16

(

5

)

16

(

)

4

(

5

)

16

(

)

4

(

22

)

16

(

10

)

16

(

27

)

16

(

5

)

16

(

31

0

)

16

(

1

0

)

2

(

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

n

n

e

e

e

e

e

e

e

e

e

e

e

e

e

j

e

j

e

k

X

e

k

X

N

n

x

n

j

n

j

n

j

n

j

n

j

n

j

n

j

j

n

j

j

n

j

n

j

n

j

n

j

k

kn

j

N

k

kn

N

j

+

+

+

=

ú

û

ù

ê

ë

é

+

+

+

+

=

ú

û

ù

ê

ë

é

+

+

+

+

=

ú

û

ù

ê

ë

é

+

+

-

+

+

+

=

=

=

-

+

-

+

-

-

-

=

-

=

å

å


b) Que serait le signal x[n] si on ajoutait la phase -k(2(/32) à chaque coefficient X(k) (en général complexe) de la partie (a) ?

Ajouter une phase de -k(2(/32) à chaque coefficient X(k) est équivalent à décaler temporellement x[n] de 1 échantillon vers la droite (retard de 1 échantillon), ce qui donne 

x[n-1]. En remplaçant n par n-1, on obtient ainsi


[image: image76.wmf])

16

10

16

10

cos(

)

16

16

5

cos(

4

1

  

          

)

16

)

1

(

10

cos(

)

4

16

)

1

(

5

cos(

4

1

]

1

[

p

p

p

p

p

p

p

-

+

-

+

=

-

+

+

-

+

=

-

n

n

n

n

n

x


Question 16   

Soient x[n] et h[n] deux signaux discrets apériodiques, donnés à la figure suivante.


a) Donnez le résultat de la convolution de ces deux signaux.


Le résultat de la convolution de x avec h est montré ci-dessous :


Valeurs :  [6  10  9  7  3  1] 

b) Montrez qu’on obtient le même résultat en multipliant la transformée en z de x[n], X(z), avec la transformée en z de h[n], H(z), et en prenant la transformée en z inverse du résultat.


On doit maintenant multiplier les transformées en z des signaux x[n] et h[n], et prendre la transformée inverse :
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Ainsi, le produit de ces transformées est
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et en multipliant terme à terme, on obtient
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Ainsi, en prenant la transformée en z inverse de Y(z), on obtient :


[image: image81.wmf]]

5

[

]

4

[

3

]

3

[

7

]

2

[

9

]

1

[

10

]

[

6

]

[

-

+

-

+

-

+

-

+

-

+

=

n

n

n

n

n

n

n

y

d

d

d

d

d

d


ce qui donne le même résultat que pour la question  (a).


c) Si on désire obtenir le résultat de la convolution par la transformée de Fourier discrète (TFD), combien de zéros au minimum devrions-nous ajouter à x[n] et h[n] avant de calculer X(k) et H(k)?

Pour pouvoir appliquer la convolution circulaire, i.e. multiplier les spectres discrets X(k) et H(k), on doit, avant de calculer les spectres, concaténer x[n] avec 2 zéros et h[n] avec 3 zéros, de sorte que les vecteurs obtenus ont au moins 6 échantillons – la dimension du résultat de la convolution.

Formules utiles
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TFSD
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TFD
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TFD inverse
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Convolution discrète
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Transformée en z
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