Modulation numérique

Message numérique et signal numérique :
- Le message numérique est une suite de bits (éléments d’un alphabet binaire) que l’on note {dk} et que l’on modélise comme une suite de variables aléatoires indépendantes avec

P(dk=0)=1/2 sachant que l’on a aussi P(dk=1)=1/2 car il n’existe que deux états possibles 0 et 1.

- Le modulateur associe de façon bijective, à chaque message numérique un signal numérique à temps continu x(t).

Exemple fondamental  : Le signal numérique x(t) est engendré à partir d’une impulsion h(t) de durée quelconque, décalée de K*Tb et modulée par ak=2*dk-1.


[image: image1.wmf]å

=

-

=

k

k

Tb

k

t

h

ak

t

x

1

)

.

(

.

)

(


Tb désigne l’intervalle de temps entre deux bits émis. Il en découle, un débit binaire mesuré en bits/s :
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Transmission M-aire :

On considère un alphabet A possédant M symboles. Typiquement on prend une suite centrée d’amplitudes régulièrement espacées tel que :
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On a : 



M = 2n  et  n= Log2(M)

avec n qui représente le nombres de bits inclus dans un symbole

Ce choix permet de minimiser la probabilité moyenne d’erreur et l’énergie moyenne utilisée.

D’autre part, on choisit un codage qui associe de façon bijective à toute suite de n bits du message numérique un symbole ak de l’alphabet A.

Pour n bits ( un symbole de l’alphabet A.

Donc, le modulateur fournit le signal numérique suivant :
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   avec T = n.Tb = Log2(M).Tb

Par conséquent, la vitesse de modulation (rythme) ou débit symbolique qui se mesure en bauds a pour expression :
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Période bit et période symbole

Pour le codage, on peut utiliser le code Gray.

Si on considère le cas M = 8,  alors on obtient le codage suivant :

	Message
	Symbole

	100
	-7

	101
	-5

	111
	-3

	110
	-1

	010
	+13

	011
	+3

	001
	+5

	000
	+7


Ce codage fait correspondre à deux symboles d’amplitudes voisines, des messages de 3 bits qui ne varient que d’un seul bit lorsqu’on passe d’un code à son voisin.

Ce type de code (GRAY) permet de minimiser le taux d’erreur par éléments binaires (TEEB).

Modulation numérique sur fréquence porteuse :

La modulation sur porteuse a pour but d’engendrer un signal passe-bande, c’est à dire un signal dont le spectre se situe autour de la fréquence f0 et de largeur B (en pratique on a souvent B<<f0).

On a l’habitude, dans le domaine des communications, de représenter ces signaux par une décomposition dite en phase et en quadrature par rapport à la fréquence f0.

La décomposition possède la forme suivante :

xt(t) = xp(t).cos(2.(.f0.t)-xq(t).sin(2.(.f0.t)

L’enveloppe complexe par rapport à f0 est définie par :
xb(t) = xp(t)+j.xq(t)

On en déduit que :
x(t) = Re { xb(t).e2.j.(.f0.t}

Dans ce cas, on montre que le spectre Sxb(f) du signal xb(t) se déduit du spectre Sx(f) du signal x(t) par la relation :
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Inversement, le spectre Sx(f) s’obtient par translation autour des fréquences –f0 et de +f0 du spectre Sxb(f), préalablement divisé par 4.

Dans ce paragraphe, nous allons décrire les modulations par déplacement de phase à M états (en abrégé MDP ou PSK pour Phase Shift Keying).

La modulation MDP à M états consiste à émettre pendant le temps T de durée d’un symbole, une impulsion sinusoïdale, dont la phase prend l’une des M valeurs de l’alphabet.

On exprime cela par la relation :
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Ainsi au k –iéme symbole est associé dans l’intervalle de temps (kT,(k+1).T) le signal :
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On a 
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 et l’enveloppe complexe de x(t) a pour expression :


[image: image11.wmf]å

-

=

k

T

k

t

rect

ak

A

t

xb

)

.

(

.

.

)

(



avec 
ak = exp (j.(.k)

Ces valeurs peuvent être représentées par des points régulièrement répartis sur un cercle de rayon unité. La figure obtenue s’appelle une constellation.

Si M = 2n, à chaque point de la constellation est associé une suite de n bits.

Ci-dessous, le figure représente M=4.

Notons qu’à deux symboles voisins sont associés deux mots de code qui ne varient que par un bit (code Gray).
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Modulation à 4 états – MPD4

Paramètres de la transmission :

Le concepteur du modulateur considère des alphabets de taille M>2 de façon à réduire l’occupation spectrale de x(t).

Toutefois, pour un rapport SNR donné, cela va provoquer pour ce type de modulation, une augmentation de la probabilité d’erreur Pe.

Cahier des charges :

En effet, le concepteur dispose d’une bande en fréquence B et d’un rapport signal sur bruit SNR et il cherche à transmettre le débit binaire maximum avec une probabilité d’erreur Pe 

la plus faible possible.

Pour une bande en fréquence B donnée, la rapidité R est fixée, et elle est de l’ordre de B.

Par conséquent, si on veut diminuer la probabilité d’erreur Pe sans augmenter le SNR, il faudra diminuer M et comme 
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 est de l’ordre de B qui est fixé, alors il faudra réduire le débit binaire Db.

Pendant longtemps, les ingénieurs ont cru que ce raisonnement était juste et que le seul moyen de réduire la probabilité d’erreur Pe pour une bande de fréquence B et un SNR fixé, était de réduire le débit.

Les résultats obtenus en 1948 par Claude SHANNON ont montré que le bruit ne constituait pas une limite aux transmissions sûres, mais une limite au débit.

Théoréme 1 : (canal gaussien)

Soit un canal de bande en fréquence B soumis à un bruit additif gaussien blanc (BBGC) et soit un rapport signal sur bruit SNR. On appelle capacité du canal gaussien la quantité mesurée en bits/sec et définie par :




C = B.Log2.(1+SNR) en bits/sec

Alors, si Db<C, il existe un modulateur asymptotiquement sans erreur.

Par exemple, sur le canal téléphonique B=3000Hz (en réalité 300-3400Hz).

Pour un SNR de 30dB on obtient C=30.000bits/sec.

Paramètres importants :

· L’efficacité spectrale mesurée en bits/sec/Hz telle que :
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Cela signifie qu’il vaut mieux transmettre, à performance égales, 1Kbits/sec dans une bande de 100Kz que dans une bande de 1000Hz !.

· Le rapport signal sur bruit est défini par :
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Eb ( quantité d’énergie par bit, exprimée en nombre de Joules par bit.

N0/2( densité spectrale du bruit additif blanc sur le canal, exprimée en W/Hz.

On note que la puissance moyenne du signal est :
Ps=Eb*Db

De plus la puissance du bruit dans la bande B est :
Pb=N0.B

Il en découle :
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·  La probabilité d’erreur par symbole Pe=P(âk(ak) ou âk désigne la valeur choisie par
 le récepteur.

·  On considère aussi le taux d’erreur par éléments binaire TEEB :
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Ce qui est intéressant, est qu’au dessous d’une certaine valeur de débit, et donc de l’efficacité, il est possible de rendre Pe aussi faible que l’on veut.

Ainsi, sur le canal gaussien :
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La courbe donne une limite fondamentale aux transmissions sûres.
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Limite fondamentale de transmission sur le canal BBGC

Spectre des signaux numériques :

Dans ce paragraphe, nous donnons sans démonstration, la formule du spectre d’un signal numérique pour une modulation en bande de base.

Signal numérique x(t) défini par :

[image: image20.wmf]å

-

=

k

Tb

k

t

h

ak

t

x

)

.

(

.

)

(


On note H(f), la transformée de Fourier TF de h(t).

On considère que les symboles ak forment une suite aléatoire, à une valeurs dans un alphabet A de taille M, stationnaire du second ordre.

Cela signifie que ma=E(ak) est indépendant de k.

Alors Ra(k)=E[(a(n+k)-ma).(a*(n)-ma*)] ne dépend que de l’écart type de temps k 

(on suppose Ra(k) de module sommable).

Dans ce cas, le spectre de x(t) a pour expression :
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Le spectre comporte en général deux termes :

- une fonction continue de f qui correspond à la suite centrée.
- un spectre de raies qui est lié au non centrage de la suite des symboles.


Par conséquent, si ma et H(f) sont tous les deux différents de 0, le spectre comporte des composantes sinusoidales situées aux fréquences multiples de 1/T et donc en synchronisme avec la vitesse de la modulation.

Dans ce cas, on peut récupérer à la réception l’information sur le rythme des symboles, en isolant l’une des raies par filtrage linéaire.

On retiendra qu’une condition nécessaire pour avoir des raies à la fréquences symbole est que la  moyenne ma soit non nulle.

Dans le cas particulier ou les symboles sont non corrélés et centrés on obtient :


[image: image22.wmf]2

)

(

.

1

).

0

(

)

(

f

H

T

Ra

f

Sx

=


Voici 3 exemples :

Signal NRZ :
Le signal Non Retour à Zéro est obtenu à partir d’une impulsion rectangulaire de durée T et d‘amplitude A et de l’alphabet (-1,+1).

Comme les symboles sont supposés non corrélés et centrés alors :
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Le lobe principal est de largeur 2/T et contient 91% de la puissance du signal et la décroissance à l’infini est de l’ordre de 1/f².

IL est intéressant de noter que plus la vitesse de modulation R est faible, plus l’intervalle de temps T entre  2 symboles successifs est grand et plus la largeur de premier lobe diminue.

Signal AMI :
Pour modifier le spectre on peut agir sur les corrélations entre symboles.

Un exemple fondamental est l’AMI (Alternate Mark Inversion). Il s’agit d’une transmission avec un alphabet ternaire avec ak ( {-1, 0, +1} et ou l’on code les bits 0 par le symbole 0 et les bits 1 alternativement par +1 et –1.

On montre que ma=0, que Ra(0)=1/2 , que Ra(+/-1)=-1/4, et Ra(k)=0 si k>2.

Alors
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On note que S(0)=0.

Signal MDP :
En supposant que les symboles sont équiprobables, on obtient ma=0 et 
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Le spectre du signal MDP à M états s’obtient tout simplement : on divise Sxb(f) par 4 et on translate en (–f0) et (+f0).

Içi encore, le fait d’augmenter la valeur de T conduit à un spectre dont l’occupation spectrale autour de f0 diminue. Or, d’après la formule qui lie le débit symbole et le débit binaire, le fait de réduire T pour un débit binaire constant, revient à augmenter M.

En conclusion, pour un débit binaire fixé, l’augmentation de la taille M de l’alphabet de modulation conduit à une occupation spectrale du signal numérique plus faible. Toutefois la détermination du spectre du signal numérique joue un rôle moins important qu’en modulation analogique. En effet, nous allons voir que l’on peut réduire le spectre de façon brutale sans réduire les performances. Cela tient au fait que l’information à extraire du bruit n’est pas le signal numérique x(t) mais le message numérique dk.

Modulation en bande de base

1) Schéma d’une chaîne de transmission
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Considérons la modulation numérique décrite par le signal :
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On rappelle que ce type de signal est réel lorsqu’il est soumis à une modulation en bande de base, tandis qu’il est complexe dans le cas des modulations sur fréquence porteuse (enveloppe complexe).

Habituellement, la transmission se fait à travers un canal non distordant, à bande passante limitée B, soumis à un bruit b(t) additif gaussien blanc (AGB) de dsp=N0/2.

Le signal reçu est de la forme :
z(t) = xt(t)+b(t)

Nous admettrons que toute l’information utile sur les symboles transmis est contenue dans les échantillons prélevés à la cadence Tb en sortie d’un filtre linéaire de réponse impulsionnelle :
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La valeur de Tau est choisie de façon à ce que l’impulsion hr(t) soit nulle pour t<0.

Ce filtre est appelé filtre adapté (sous entendu à la forme de l’implusion h(t)).

Soulignons que les quantités à l’entrée de l’organe de décision sont des scalaires. L’important dans ce résultat est que l’optimalité (minimum de probabilité d’erreur Pe) peut être obtenue en remplaçant le signal à temps continu z(t) par la suite r(n.T+().

Déterminons l’expression des échantillons en sortie du filtre adapté.

Pour cela posons :
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En désignant par H(f) la transformée de Fourier de h(t) et en notant que h*(-t) a pour transformée de Fourier H*(f), alors la T.F de p(t) s’écrit :
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L’observation r(t) en sortie du filtre adapté a pour expression :
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En utilisant l’expression du filtre adapté hr(t)=h*(t-tau), il vient :
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En effectuant le changement de variable v=(u-kT) et en utilisant la définition de p(t), on obtient en sortie de l’échantillonneur aux instants tn =n.T+tau :
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wn désigne une variable aléatoire scalaire représentant la valeur échantillonnée en sortie du filtre et correspondant au bruit seul.

Dans l’expression de l’échantillon r(nT+tau) observé, il apparaît trois termes :

1.  Le premier est relatif au symbole qui a été émis à l’instant nT.

2.  Le second terme est relatif à tous les autres symboles autres que celui qui a été émis à
 l’instant nT. Pour cette raison, il porte le nom d’Interférence Entre Symboles (IES), ou en anglais ISI pour Inter Symbol Interferences.

3.  Le troisième est relatif au bruit additif sur le canal.

La présence de l’IES, qui contient de l’information utile sur un grand nombre de symboles émis, ne permet pas d’effectuer une décision symbole par symbole qui soit en même temps optimale.

Pour résoudre le problème, une première approche consiste à faire en sorte que le terme d’IES s’annule, elle aboutit au canal de Nyquist que nous allons décrire.

Toutefois cette approche présente des faiblesses dans la mesure ou elle ne permet pas de tirer au mieux profit de la bande disponible.

La deuxième approche consiste à effectuer un algorithme de déconvolution ou mieux l’algorithme optimale (Viterbi).

2) Critère de Nyquist

Supposons que les symboles soient statistiquement indépendants et que la condition :
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pour m(0
soit vérifiée.

Alors le second terme d’IES est nul et l’échantillon prélevé à l’instant (nT+tau) ne dépend statistiquement que du symbole à l’instant nT.

On dit qu’il y a suppression de l’interférence entre symboles aux instants d’échantillonnage.

La condition s’appelle condition de Nyquist et le canal correspondant canal de Nyquist.

La condition permet d’effectuer une décision symbole par symbole.

Il faut remarquer que la condition de Nyquist est automatiquement satisfaite si l’impulsion h(t) est de durée inférieure à T. En effet, dans ce cas, il ne peut y avoir d’IES puisque l’impulsion correspondant au n-iéme symbole est nulle avant même que l’impulsion correspondant au (n+1)-iéme  symbole ne commence.

Le calcul le montre puisque l’impulsion p(t) est alors de durée inférieure à 2T et vérifie la condition de Nyquist.

La condition de Nyquist porte sur la forme temporelle du signal p(t). Si on note P(f) la transformée de Fourier de p(t), on montre que la condition est encore équivalente à :
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On en déduit qu’une condition nécessaire pour rendre possible une transmission sans IES sur un canal de bande B est que le débit symbole R vérifie :







R<2.B

Le cas limite correspond à un spectre P(f) rectangulaire. Une forme largement utilisée est celle des impulsions dites en cosinus surélevé :
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avec ( ( (0,1).

Ci-dessous, nous trouvons des courbes pour différentes valeurs de (.
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Impulsion en cosinus sur élevée

Le paramètre ( s’appelle le facteur de débordement (ou coefficient d’arrondi, « roll off »).

Il varie entre 0 et 1. Plus il est grand, plus la bande nécessaire pour transmettre est grande.
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En contrepartie cela conduit à une impulsion C((t) dont les lobes sont d’amplitude moindre ; cela réduit l’amplitude de l’IES lors d’un décalage de l’horloge d’échantillonnage.

Diagramme de l’œil :
Un moyen pratique et très largement utilisé pour évaluer la situation de non-interférence entre symboles dans une transmission, est basée sur l’observation du diagramme de l’œil.

Considérons une transmission binaire d’alphabet (-1,+1). Lors d’une suite de symboles successifs, le signal numérique observé en l’absence de bruit est la somme algébrique d’impulsions p(t) émises à la cadence T et multipliées par l’une des deux valeurs : -1 ou +1.

Si la durée de l’impulsion est p(t) et qu’elle est supérieure à 2.T, il s’ensuit que le symbole émis à l’instant k.T interfére avec les symboles précédents.

Si à présent, les séquences de bits sont également probables, on observera dans les intervalles de temps de longueur T, toutes les formes possibles de signaux.

Si maintenant, on superpose toutes ces formes et que l’on ne conserve que deux intervalles successifs, on obtient le diagramme de l’œil.

Pour obtenir cette superposition, on observe à l’oscilloscope le signal numérique en se synchronisant sur le temps T.

Sur le graphique suivant, on trouve la forme du diagramme de l’œil pour une impulsion p(t) en cosinus surélevé avec ( = 0.3.

On notera la forme caractéristique du diagramme lorsque le critére de Nyquist est vérifié :

Les trajectoires concourent aux instants k.T, ce qui a pour conséquence de rendre l’œil très ouvert verticalement à ces instants.
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Diagramme de l’œil sur le canal de Nyquist pour ( = 0.3 et M = 1

L’observation du diagramme fournit les indications suivantes :

- L’ouverture verticale mesure les performances contre le bruit. Plus l’œil est ouvert en hauteur, plus il est facile de discriminer les deux symboles en présence de bruit et donc plus la probabilité d’erreur Pe est faible.
Si le diagramme manifeste la présence d’une IES (faible) et que l’on souhaite continuer à utiliser une détection à seuils (solution sous optimale), il faudra venir échantillonner le signal r(t) aux instants ou l’œil a une ouverture maximum.

- L’ouverture horizontale indique une résistance à un décalage des instants d’échantillonnage. Ainsi, plus l’œil est ouvert en largeur, plus les lobes secondaires de la réponse en temps seront faibles et plus l’accumulation des interférences dues au décalage des instants d’échantillonnage aura une influence moindre en terme de probabilité d’erreur Pe.
C’est le cas pour les fonctions en cosinus surélevé lorsque ( augmente.


Une autre façon de juger de l’importance de l’IES est de calculer la quantité :
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Si Dmax<<1, une décision symbole par symbole peut être utilisée (cela correspond à un œil très ouvert verticalement).

Par contre si Dmax ( 1 (voisin supérieur ou inférieur), une décision symbole par symbole est impossible.

Pour fixer les idées, il suffit de considérer une transmission binaire avec Dmax>1, il est facile de mettre en évidence une séquence qui conduit même en l’absence de bruit à une erreur, si l’on compare simplement l’amplitude observée en sortie de l’échantillonneur au seuil 0.

3) Performances d’une transmission sur le canal de Nyquist


Envisageons tout d’abord une transmission binaire en bande de base.

L’impulsion h(t) est réelle et les symboles sont à des valeurs dans l’alphabet (-1,+1).

Nous supposons de plus que h(t) vérifie le critére de Nyquist.

Les échantillons en sortie du filtre adapté ont pour expression :


[image: image43.wmf]wn

p

an

tau

T

n

r

+

=

+

)

0

(

.

)

.

(


Avec an ( (-1, +1).

Un calcul montre que les wn sont des variables aléatoires gaussiennes centrées, non corrélées et de variance 
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Par conséquent r(n.T+tau) est une variable aléatoire V.A gaussiénne de variance 
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 et de moyenne p(0) (rescpectivement –p(0)) suivant que le symbole émis an est 1 (puis respectivement –1).

En utilisant les résultats classiques de la théorie de la décision statistique, on montre que la solution optimale consiste à comparer la valeur r(n.T+tau) au seuil 0.

Si r(n.T+tau) est positif (respectivement négatif) on décide que le symbole +1 (respectivement –1) a été émis.

Tout calcul fait, l’expression de la probabilité d’erreur Pe est :
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Eb désigne l’énergie moyenne par bits (Joules/bits).

Et 
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On vérifie que Pe est une fonction décroissante du rapport Eb/N0, quantité qui peut être interprétée comme un rapport signal sur bruit, le numérateur étant le nombre de Joules consommés en moyenne par bit transmis.

Traitement du signal numérique en bande de base

Spectre du signal numérique

Le signal numérique xn(t) qui module la porteuse lors d’une transmission numérique est constitué d’une succession aléatoire de 0 et de 1. Pour avoir une valeur moyenne nulle, affectons au 0 la valeur –1V et au 1 la valeur +1V.

Appelons T la durée de l’un de ces symboles. Le spectre du signal binaire xn(t) dépend de la forme du signal et change donc au cours du temps. Néanmoins certaines caractéristiques de ce spectre restent stables et nous donnent une bonne idée de l’encombrement spectral du signal en bande de base.

Prenons quelques exemples :
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Quelle que soit la fréquence choisie, le spectre est borné par la fonction sin(x)/x.

L’enregistrement suivant qui résulte de la superposition d’un grand nombre de spectres correspond à des tranches différentes d’un signal aléatoire xn(t) met bien en évidence ce résultat.
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Le spectre d’un signal numérique a donc les caractéristiques suivantes :

- le spectre n’est pas borné vers les fréquences élevées

- son enveloppe est en sin(x)/x
- les zéros de l’enveloppe se situent aux fréquences f=1/T, 2/T, 3/T … avec T comme durée
  du bit
- l’essentiel de la puissance (91% exactement) apparaît dans la bande 0- 1/T,  on dit aussi le
  premier lobe.

Prenons quelques exemples concrets :

Dans le cas du téléphone, le signal vocal est échantillonné à Fe= 8 KHz et codé sur N = 8bits, ce qui nous donne un débit : 



D= N.Fe = 64Kbits/sec

La durée d’un bit est de T = 1/D = 15.6 µs

Le spectre moyen pris sur un temps assez long à l’allure suivante :
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Il est clair que le système de transmission a une bande passante limitée. Par conséquent le signal numérique ne pourra pas être transmis sans déformation.

Mais tant que cette déformation reste limitée, on pourra retrouver le signal numérique grâce à un circuit de remise en forme.

Si on transmet un signal numérique ayant un débit D= 1Kbit/s avec un système ayant une coupure du premier ordre à fc= 1KHz (qui correspond à une constante de temps 

Tau=1/2.pi.fc= 0.16ms), les fronts seront dégradés de la manière suivante :
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A l’aide d’un détecteur de passage à 0, on peut facilement transformer le signal reçu y(t) en un signal numérique carré exploitable.

Diagramme de l’œil et interférences inter symboles

Si on visualise le signal reçu de l’exemple précédent sur un oscilloscope en synchronisant la base de temps avec l’horloge du signal numérique, on obtient la superposition des différentes configurations possibles qui s’appelle diagramme de l’œil.
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Diagramme de l’œil d’un signal binaire filtré par un passe-bas

Pour la remise en forme, la décision se fera par exemple au milieu de l’intervalle de durée T.
C’est la situation habituelle dans laquelle on se trouve pour les transmissions à bas débits pour lesquelles la bande passante du système de transmission est plus importante que le débit binaire.

Dans les cas de transmission à haut débit, le système de transmission a une coupure d’ordre assez élevé au niveau de l’émetteur comme au niveau du récepteur et le signal à l’arrivée est bien plus déformé que ce que nous pouvons voir sur l’exemple précédent.

La plupart du temps, le signal reçu est affecté d’oscillations qui dépassent la durée T du bit et viennent se superposer aux bits suivants, ce qui peut donner lieu à des prises de décision erronées sur la valeur du bit : c’est ce qu’on appelle l’interférence inters ymboles.

Si par exemple, le système de transmission se comporte comme un deuxième ordre peu amorti qui coupe à fc = 1KHz, la réponse à un bit de durée T = 1ms aura l’allure suivante :

[image: image53.png]o do décsion

Signal smis





Il est clair que les oscillations de sortie au delà de l’instant T vont s’ajouter au signal reçu lié aux symboles suivants et la remise en forme va être difficile, voire impossible.

Il est fondamental de bien réaliser que la déformation du signal à l’arrivée et donc les interférences inter symboles sont étroitement liés aux caractéristiques fréquentielles du canal de transmission.

( 1° solution : transmettre le signal numérique tel quel. Sa forme à l’arrivée va dépendre :

- des limites de bande passante des circuits d’émission et de réception (filtres sélectifs, bande passante des amplis etc…).
- de la caractéristique de transfert du canal, liée aux problèmes de propagation du signal RF
(interférences, retards, échos….).

( 2° solution : filtrer le signal numérique avec un passe-bas imposant une coupure plus basse que le canal. La forme du signal à l’arrivée dépendra essentiellement des caractéristiques de ce filtre.

Filtre de Nyquist

Pour éviter ces difficultés et maîtriser les interférences inter symboles liées à la bande passante limitée du canal, on introduit un filtre passe-bas numérique dit « de Nyquist » ou « en cosinus » aux propriétés particulières :


- c’est le filtre qui limite la bande du signal numérique (la bande passante du canal sera   supposée plus large que celle du filtre)
- sa réponse impulsionnelle est telle qu’il supprime le risque d’interférences intersymboles
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Cette famille de filtre a la caractéristique intéressante de posséder une fréquence temporelle particulière présentant des zéros aux instants de décision précédant et suivant le bit courant.
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Réponse impulsionnelle

Ainsi aux instants de prise de décision, l’influence des bits précédents est nulle.


Remarque : on peut utiliser d’autres filtres qui donnent des résultats analogues comme le filtre Gaussien dans le cas du téléphone GSM.

Un signal numérique filtré par un tel filtre de Nyquist est caractérisé par un taux d’erreurs de transmission minimal.

Le spectre du signal numérique est modifié de façon assez importante puisque la fréquence de coupure du filtre de Nyquist est inférieure à 1/2T.
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Spectre d’un signal traité par le filtre de Nyquist

Dans la pratique, la bande passante du signal est limitée à un peu plus de la moitié du lobe principal du spectre initial :
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Par exemple si ( = 0.5, la bande vaut B = 0.75/T = 0.75.D.


Habituellement, on utilise des filtre de Nyquist dont le facteur de roll-off varie entre 0.35 et 0.5. Ce filtre de Nyquist est en principe placé sur le trajet du signal binaire à l’émission. Cependant dans de nombreux cas on souhaite aussi introduite un filtrage à la réception, ne serait ce que pour limiter le bruit de fond et les signaux parasites provenant des canaux voisins.

Il est important que l’action conjuguée de ces deux filtres soit celle d’un seul et unique filtre de Nyquist tel que défini précédemment.

Il est possible en pratique que l’émetteur et le récepteur soient fabriqués par deux constructeurs différents et pour éviter les problèmes d’incompatibilité de matériel on intègre au niveau de l’émetteur un filtre appelé «  racine carrée de cosinus » ou « demi-nyquist » dont l’action est complétée par un filtre identique dans le récepteur.
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Répartition du filtre sur l’émetteur et le récepteur

De façon générale, un filtre adaptatif est un filtre dont les coefficients varient dans le temps, en vue de produire un résultat donné. Le calcul des coefficients du filtre peut être fait selon deux approches principales :

- l’approche par blocs

- l’approche du gradient stochastique
Nous allons présenter d’abord l’approche par blocs, sachant  que l’objectif est de prédire l’échantillon n d’un signal discret x[n] en fonction des m derniers échantillons, tel que x[n-1], x[n-2], … x[n-m]. 

On montrera ensuite que la réponse en fréquence d’un tel filtre prédicteur est étroitement liée à l’enveloppe spectrale de la transformée de Fourier de x[n].
2.0 Approche par blocs : le cas de la prédiction

Le problème se pose de la façon suivante :

Si on connaît N échantillons d’un signal x[n], comment déterminer m coefficients 

« aj optimaux » tels que l’erreur de prédiction soit la plus petite sur la durée N du bloc ?.

Il vient immédiatement :
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Sachant que la prédiction au temps n de l’échantillon x[n] s’écrit :
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La solution de ce problème se trouve en minimisant l’énergie de l’erreur de prédiction e[n] sur la durée du bloc de longueur N.

Autrement dit, on doit minimiser :     
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   par rapport aux valeurs des coefficients « aj ».

Pour ce faire, il faut poser :
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    pour tous les coefficients « aj ».

Ceci génère un système de m équations à m inconnues (les « aj ») qu’il faut résoudre pour obtenir les « aj ».

Faisons d’abord un essai avec m=1 pour ce fixer les idées.

Dans ce cas, l’erreur de prédiction est donnée par :   e[n]=x[n]-a1[n-1]    sachant que l’on a un seul coefficient de prédiction (a1) à calculer.

Par conséquent, l’énergie de l’erreur de prédiction sur un bloc de N échantillons est :
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Le coefficient a1 optimum  qui minimise E est obtenu en posant :
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