Analyse des signaux continus 


ANALYSE DES SIGNAUX 

Définition du signal

Un signal au sens large du terme regoupe toutes les grandeurs physiques qui subisent des variations qui varient ou évoluent dans le temps. Il transporte une information.( parole,son,image,capteur de vibration,…).

Définition du traitement

C’est la Transformation destinée à rendre le signal exploitable par un systéme.

Caractérisation des signaux électriques

Les signaux électriques dépendent du temps. Ils sont représentés par une fonction de la réelle du temps(u=x(t)).

La valeur du signal à l’instant t est appelée valeur instantanée(elle est notée en minuscules)

Si la valeur instantanée est constante, alors le signal est dit continu( il est noté en majuscule)

Représentation

Le signal le plus couramment utilisé et présent dans la nature est la sinusoide.

Il s’exprime de la maniére suivante :
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avec Xeff la valeur efficace du signal

( la pulsation angulaire en rad/s

(t+( la phase instantannée

( la phase initiale à l’origine t=0

il vient
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Signal périodique

Un signal x(t) est dit périodique si on peut trouver la valeur T appellée période telle que :

X(t)=s(t.nt).

Le signal se répéte, identique à lui-même, au bout d’un intervalle de temps T appelé période.

La période s’exprime en seconde.

On note 
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Valeur moyenne

La valeur moyenne d’un signal périodique sur un période T est :
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Valeur efficace

La valeur efficace d’un signal périodique sur un période T est :


[image: image7.wmf]dt

t

x

T

X

T

eff

).

²(

1

0

ò

=


Elle est toujours positive.

De plus 
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Représentation analogique et numérique

Les signaux représentent une information. La forme la plus classique et original est la représentation analogique(force électro-magnétique, champ magnétique, tension, courant…).
Cependant, les avancés de l’informatique(puissance de calcul) on permet d’envisager un traitement sous forme numérique des signaux.

Tout systéme de traitement faisant appel à un ordinateur ou à un processeur numérique spécialisé implique necessairement une opération préliminaire de conversion analogique-numérique à l’aide d’un systéme nommé « convertisseur A/N ou CAN » (ADC en anglais).

L’information traitée est reconstitué sous la forme analogique par une conversion numérique-analogique N/A( ADC).

La conversion analogique-numérique implique un échantillonnage suivie d’une opération qui consiste à remplacer la valeur exacte analogique de l’échantillon par la plus proche valeur approximative extraite d’un ensemble fini de valeurs discrétes. Cette opération s’appelle la quantification ou « digitizing »

Chacune de ses valeurs discrétes est exprimée par un nombre sous forme binaire par un codage approprié. Ce nombre est compris entre deux valeurs limites qui fixent la plage de conversion.
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Signal continu 1
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Echantillonnage 1
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Quantification 1
Au final, on obtient un tableau X(n) d’amplitude disret définit pour t discret.

Soit X(t)(X(n).
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Morphologie des signaux 1
Relation analogique/numérique

Le passage de l’état continu à l’état discret introduit du bruit.

Le principal intérêt du traitement du signal s’est de pouvoir lui faire subir des transformations afin de récupérer une partie de l’information qui nous intérese. Le second objectif, est d’éliminer au temps que possible les effets du bruit qui altére l’information contenu dans le signal et qui peuvent rendre le signal inutilisable.(on dit que le signal est noyé dans le bruit).

Le bruit d’un signal est mesuré par on énergie.

Remarque :

De plus, il faut savoir qu’un nombre binaire est codé sur n bits. Si, le nombre de bit est important voire très important (10,12,16,20,24..)alors on pourra coder des valeurs de façon plus préçise. Donc, plus le nombre de bits du convertisseur sera grand (on appele cela la résolution)plus on aura des valeurs proches de la valeurs original.

Il faut savoir q’un convertisseur avec une résolution importante coûte cher, de plus la conversion prend un certain temps. 

Il existe plusieurs technologie pour réaliser des CAN : certain sont très rapides avec une résolution phologie des signaux 2 moyenne, d’autres beaucoup plus lent mais avec un nombres de bits importants.

Si le signal est trop rapide en variation par rapport aux capacitées de conversion  alors on perd l’information.

En bref, pour réaliser ce type de systéme, il faut faire des compromiset choisir une solution qui correspond le mieux à nos besoins.

1) La représentation temporelle d’un signal: 

En électronique, nous utilisons une grande varité de signaux analogiques ou numériques dont le support est , le plus souvent une tension.

Analogique :

Posséde une infinité de valeurs ou d’états au cour du temps car il existe pour toutes les valeurs de t..

Numérique :

Pour l’étude de certains systémes, nous avons crée une représentation de l’état dans lequel le signal se trouve à un instant donné. Le signal n’est défini qu’en un ensemble dénombrable de points. Les points représentants le signal sont souvent répartis à des intervalles de temps réguliers(multiples).

Ce support peut aussi être :

· Une onde sonore

· Une onde élémagnétique(radio,TV,radar…)

L’information transportée est :

· Un message audio(parole,musique)

· Un message vidéo(programme TV)

· Un signal analogique traduisant l’état ou la mesure d’un capteur

Une façon naturelle de connaître un signal est d’observer son allure en fonction du temps :c’est la reptrésentation temporelle donnée par un oscillogramme.

On peut classer les signaux en 4 catégories :

· Les signaux périodiques dit déterministes(issues d’un GBF par exemple ou d’un oscillateur)

· Les signaux non périodiques déterministes(impulsion,salve)

· Les signaux pseudo-aléatoires(singal audio-vidéo)

· Les signaux aléatoires(bruit électriques…)

Les oscillogrammes nous renseignent sur les caractéristiques du signal:amplitude,valeur max ou crête,valeur moyenne, fréquence…

Cependant nous n’obtenons aucunes informations sur les fréquences qui constitu(sont contenu) dans le signal. Pour cela, il faut proccéder à une étude du signal.

Classification des signaux :

1) Nature

a)Déterministes

Ce sont les signaux dont l’évolution en fonction du temps est prévisible par un modèle mathématique( souvent un équation).

b)Aléatoires

Ce sont les signaux qui ont un caractére non reproductible et imprévisible qui sont le plus souvent en relation avec le hazard.

2)Energie

Quelque soit le signal, on peut définir l’énergie du signal (si elle existe) par la relation:
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et la puissance moyenne(si elle existe) par
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Remarque :

· Les signaux tels que 0<Ex<( sont des signaux à énergie finie (Px=0), par exemple, les signaux transistoires.

· Les signaux  tels que 0<Px<( sont des signaux à puissance moyenne finie (Energie((). Par exemple, les signaux permanents, comme les signaux périodiques ou encore les signaux aléatoires permanents.

3) Evolution


a)continu dans le temps


La fonction est continu pour tous les instants
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b)discret dans le temps


La fonction est définie par une suite d’échantillons capturé à des instants 
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Théoréme de Parseval

L’énergie du signal x(t) est égale à la somme des énergies de chacune de ses composantes. Ce résultat très important est très utilisé en traitement du signal.

Le mathématicien français Jean-Baptiste Fourier (1768-1830) a démontré que tout signal peut être exprimé de façon unique sous la forme d'une somme infini de sinusoïdes.


L’étude de Fourier est un des moyens d'extraire le contenu harmonique d'un signal, une autre méthode étant le filtrage.
On récupère ainsi l'amplitude de chaque harmonique, ainsi que leur phase.

La représentation fréquentielle d’un signal

Prenons, le signal le plus simple du point de vue fréquence, à savoir la sinusoide.
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un signal parlé ou musical est plus complexe, puisque son allure varie constament au cours du temps. Il contient des fréquences dons le spectre s’étend de 20Hz 20Khz(fréquences,graves,médianes et aigues). 

Le signal vidéo est encore plus complexe et son spectre s’étend du continu à quelques Mhz.
Le spectre d’un signal nous renseigne donc sur les différentes composantes fréquentielles qu’il contient.

Le spectre d’un signal est la représentation en fonction de la fréquence des amplitudes des différentes composantes présentes.

Les signaux périodiques sont la superposition d’un signal permanent,la valeur continu, et d’une composante fluctuante de valeur moyenne nulle, la composante alternative(sinus).

Enfin, un signal périodique peut être défini comme la superposition d’ondes sinus de fréquences multiples de celle du signal de base. Pour ce type de signaux, on effectue un décomposation en serie de Fourier

Un signal alternatif posséde une valeur moyenne nulle.

Signaux périodiques

Introduction à la décomposition en serie de Fourier

Le signal posséde la forme
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avec Xo la valeur moyenne
Xn comme coefficient de Fourier de rang n, ce sont les harmoniques


Cependant on préfére la relation linéaire de fonction sinus et cosinus.
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avec pour valeur moyenne
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les coefficients an et bn s’expriment de la façon suivantes:
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on obtient alors
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· la valeur moyenne A0

· la composante fondamentale, de rang 1 qui est le premier harmoniques avec une fréquence identique à celle du signal originel.

les harmoniques n, de fréquences multiples de celle du fondamentale.

Il existe aussi la notation complexe que voici.
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Remarques:

On rencontre courament un signal périodique soit pair ou impair ce qui permet de réduire les calculs. En effet, si le signal est pair alors les coefficients bn sont tous nuls(termes en cos).

Pour un signal impair alors an=0(termes en sin).


Dans ce cas on diminu l’intervalle d’étude par 2 et on multiplie les coefficient par 2.

On note
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Illustration d’une décomposition de signal périodique.
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**************************************************************************

Passage de la série de Fourier à l’intégrale de Fourier

Cependant, tous les signaux ne sont pas périodiques. Les signaux non périodiques nécessite un autre moyen d’étude que celui vu précédement. Voici, une nouvelle approche qui va nous permettre de pouvoir traiter tous les types de fonctions.

Transformation de fourier

Définition:
La transformation de Fourier permet de décrire dans l’espace des fréquences un signal dont on connaît l’histoire au cours du temps.(le signal est dit déterministe ou prédictible à chaque instants car on connaît son expression et on peut calculer toutes les valeurs).

C’est opération est réciproque.

Généralités

En fait, les équations relatives aux fonctions non périodiques découlent des équations propre aux  fonctions périodiques décrites par les série de Fourier.

Remarque fondamentale :

Un condition définie l’existence de la T.F d’une fonction f(t), celle de carré intégrable.
Il faut que 
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Toute fonction f(t) intégrable admet une transformée de Fourier F(w) appelée aussi spectre complexe.

On note 
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Et la relation de transformation inverse est
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Equivalences :

Dans la littérature, on peut trouver une autre formulation qui définie la T.F.

Au lieu d’utiliser la pulsation w, nous utiliserons la variable fréquence f.
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et nous avons comme relation inverse
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On constate que le terme ½.( a disparu. En fait , nous avons effectué un changement de variable.

Remarque:

On utilise les lettres minuscules pour décrire l’histoire du signal au cours du temps et les lettres majuscules pour le décrire dans le domaine des fréquences ou domaine spectral. 

Nous savons que la série de Fourier correspond en fait à la décomposition des fonctions périodiques. Cette interprétation est encore valable pour des fonctions apériodiques, mais, cette fois, au lieu d’avoir une description discréte, celle-ci est continue.

Ceci, nous permet de décomposer n’importe quel signal intégrable en une somme continue d’exponentielle complexes.

Notation

- f(t) ( F(w) signifie que F(w) est la transformée de Fourier de f(t).
- F(w) ( f(t) signifie que f(t) est la transformée inverse de F(w).

Grâce à ce nouvel outil, nous pouvons envisager le passage entre le domaine temporel et le domaine fréquentiel et vice-versa.

Exemple :

Prenons un signal porte appelé aussi rectangle Rect(t/().

f(t)=
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avec la notation 
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Propriétés de la transformée de Fourier

Nous alons introduire ici les notations polaire et cartésienne.

· représentation cartésienne : F(w)= A(w)+jB(w)

· représentation polaire: F(n)=
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Si, nous reprenons l’exemple sur la fonction rectangle aolors le spectre d’amplitude correspond à la valeur absolue de F(w).
En ce qui concerne la phase, on sait que 
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Içi,tous les coefficient sont réels. La phase d’une nombre réel est soit 0,-(, +(. Pour les valeurs positives et reélles, la phase est zéro.
Quand la valeur est réelle et négative, la phase peut être -(, +(.
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Spectre d'amplitude
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Spectre de phase

Propriétés pour les fonctions réelles

Il faut que f(t) soit réelle et que f(t)(F(w)

	Si f(t) esr réelle alors F*(w)=F(-w)(conjugé). On obtient une symétrie

	La T.F d’une fonction paire est A(w) et celle d’une fonction impaire est jB(w)

	A(w) et 
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sont pairs alors B(w) et ((w) sont impairs

	F(w) est réelle et paire si et seulement si f(t) est paire

	F(w) est imaginaire pure et impaire si et seulement si f(t) est impaire


Nous allons illustrer les propiétés précédentes à l’aide d’un exerçice.

Soit la fonction triangle f(t)=Tri(t)=
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La fonction triangle est réelle et paire.
Nous aurons donc les propriétés suivantes :

1.  F*(w)=F(-w).

2.  A(w) et 
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sont pairs alors B(w) et ((w) sont impairs.

3. fpaire=f(t) et fimpaire=0 donc F(w)=A(w) et B(w)=0.

Calculons la T.F pour vérifier ces propriétés :
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Les propriétés sont bien vérifiées puisque F(w) est réelle et paire.
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Spectred'amplitude

Dualité, dilatation et translation en temps et en fréquence

Si f(t) ( F(w)

	F(t) ( (2.()f(-w)
	Dualité

	F(t+a) ( 
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	Translation en temps 
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	Translation en fréquence
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	Dilatation


La translation en fréquence présente un grand intérêt pour la modulation des signaux puisqu’en multipliant un signal par une exponentielle complexe on translate un spectre.

Quand on décide de supprimer les fréquences élevés d’un signal, on parle couramment de « couper les hautes fréquences grâce à un filtre. En fait on supprimer les composantes ej.w.t du signal. 

Exemple

Soit f(t)=Sa²(t/2) on obtient F(w)=(2.().Tri(-w)= (2.().Tri(w)

Si maintenant on cherche la T.F de la fonction triangle déplacée dans le temps  avec f(t)=Tri(t-1) on a 
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En défintive, le spectre d’amplitude n’est pas modifié par contre le spectre de phase ne sera plus nul

[image: image55.png]



Introduction à la notion d’énergie d’un signal.

La puissance totale d’un signal non périodique est appelé Energie.

On définit l’énergie d’un signal f(t) par
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La notion de carré intégrable prend ici tout simplement le sens d’énergie finie.

Nota : En physique on écrit que 
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Théoréme de Parseval

Soit f(t) un fonction dont la T.F est F(w).

Alors 
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Spectre d’énergie

On introduit le spectre d’énergie en posant
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 qui a la fomre d’une densité d’énergie

Maintenant, on va pouvoir représenter l’énergie en fonction de la fréquence. Comme les spectres d’amplitude,de phase, ce dernier est continu(car c’est une intégrale)contrairement au psectre de puissance des fonctions périodiques qui lui est discret car c’est une série.
Nous pouvons définir l’énergie continue dans une bande de fréquence comme l’intégrale de la densité d’énergie.
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Exemple

Calcul de T.F.

[image: image61.png]
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Afin de pouvoir calculer la transformée de Fourier, nous allons tout d’abord calculer deux intégrales qui correspondes aux parties de la fonction.
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· Intégrale I1 concernant à la partie positive

· 
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· utilisons l’intégration par parties(u=e-b.t ; dv=e-j.w.t), on aboutit à 
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· Intégrale I2 concernant à la partie négative

· 
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· nous pouvons à présent calculer la T.F globale

· F(w)=I1(b,w)+I2(b,w)=
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²

2

.

1

.

1

w

b

b

w

j

b

w

j

b

+

=

-

+

+


· Le psectre d’énergie sera 
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· Cherchons l’énergie totale :

· 
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· on va calculer l’énergie contenue dans la bade de fréquences –3b(w(+3b :

· 
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· posons tan(()=w/b alors

· 
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· 
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· enfin, on peut déduire le pourcentage d’éergie présente dans la bande de fréquences –3b(w(+3b :

· 
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Pour conclure : Si on filtre le signal précédent avec un passe-bas avec Fcoupure=3b, alors la quasi totalité de lénergie du signal esr récupérée.

Etude de quelques fonctions utiles

A voir          

Manipulations sur la fonction Dirac (ou Delta)

Quand on effectue le produit d’une fonction par par un fonction delta on obtient un échantillon(sample). Si on utilise un peigne de dirac alors on proccéde à l’échantillonnage du signal.(sampling)

La distribution de dirac va nous permettre de passer de la représentation à temps continu à celle à temps discréts avec des valeurs f(nT0)

On peut écrire f(t).(t(t-T0)=f(n.T0).((t.n.T0).
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La dérivation

Théoréme :
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Dérivée de l'échelon

Grâce aux distributions, nous savons que la dérivée existe partout, c’est à dire pour une fonction mais aussi discontinues

Dérivée de la fonction Dirac

[image: image78.png]



Dérivée de Dirac
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Différentiation en temps et en fréquence

A l’aide de ses nouvelles propriétées nous allons pouvoir calculer les T.F des fonctions sans passer lar l’équation d’analyse.
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Voici des corollaires aux théoréme précédent.
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on écrit aussi 


[image: image83.wmf]n

n

w

j

t

w

j

t

D

t

)

.

(

)

(

.

)

(

1

)

(

)

(

Û

Û

Û

d

d

d


Application pour le calcul des transformées de Fourier

Il faut résoudre l’équation suivante : 
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Exerçices

Soit 
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Si on effectue la dérivation on aura
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à partie de là on écrit
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Nouvel exerçice

Calcul de T.F en utilisant le propriétés de la dérivée
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la dérivée premiére de la fonction est 
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la dérivée seconde 
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on trouve 
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Soit la fonction f(t)=U(t).cost.
Déterminons la T.F?
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on peut écrire 
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pour trouver la T.F de sint.U(t) il faut calculer sa dérivée
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Nous avons le graphe suivant 
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on peut écrire 
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Composition de fonction

A partir de fonctions connus on peut réaliser par assemblage de nouvelles fonctions.

En effet 
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Sous forme littérale on a Rect(t)=U(t+1/2)-U(t-1/2)


[image: image109.wmf])

(

.

.

)

(

.

)

2

/

1

(

)

(

.

.

)

(

.

)

2

/

1

(

)

(

.

)

(

2

/

2

/

2

/

2

/

w

e

w

j

w

w

j

e

t

U

w

e

w

j

w

w

j

e

t

U

w

w

j

t

U

jw

jw

jw

jw

d

p

d

p

d

p

d

p

d

p

+

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

Û

-

+

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

Û

+

+

-

Û

-

-


alors T.F[Rect(t)]=
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Appliqons le même principe pour 
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nous aurions pu arriver au même résultat en utilisant
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Transformée de Fourier des fonctions périodiques

Si on ne connaît pas les coefficients de la série de Fourier. Il faut proccéder à la restriction de la fonction sur une période.

On écrit 
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Dés que l’on posséde l’expression sous forme de série 
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Exemple :

Soit une fonction périodique
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Il la restreindre sur une période tel que

fr=
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Nous allons utiliser la méthode de différentiation pour évaluer la transformée de la restriction.
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Soit D1fr=
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Puis D2fr=
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On écrit 
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On obtient 
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On applique la formule de restriction 
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Pour connaire le coefficient à n=0, on calcule 
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Les coefficients sont F(n)=
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La transformée de la fonction périodique est le peigne de Dirac suivant
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Repartons de la formule suivante 
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cela donne les graphes suivants :
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Partie Réelle
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Partie Imaginaire

Calculons la puissance moyenne totale :
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Toutefois, on peut aussi vérifier à l’aide des coefficients de Fourier
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Soit 
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La fonction est périodique, donc nous savons au départ que la transformée aura la forme suivante
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T0=2

Si on instaure une restriction telle que[image: image144.png]



****************                     *************                   ************             

Il existe une dualité TEMPS-FREQUENCES
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TF est appelée la transformée de Fourier de x(t) et sa représentation est un spectre en fréquences.

Nota : L’opération T.F-1est appelée transformation de Fourier inverse : elle permet de revenir au signal temporel x à partir de son contenu fréquenctiel ou harmonique.

En fait, il est important de savoir qu’il y a la même information dans TF que dans x(t).

La bande passante Bp d’un signal est le domaine de fréquence ou se trouve l’énergie utile transportée par le signal.
La transformée de Fourier d’un signal continu

L’analyse harmonique d’un signal déterministe est l’instrument de base pour l’étude du traitement du signal. Cette analyse harmonique, obtenue par la transformation de Fourier permet d’obtenir une représentation spectrale c’est à dire une passage de l’espace temporel à l’espace fréquentiel. La transformée exprime la répartition en fréquence de l’amplitude et de la phase. Elle permet de déduire l’énergie ou la puissance du signal.

Il faut savoir que x(t) est un signal complexe déterministe
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et nous avons comme relation inverse
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La symétrie de ces formules montre l’existence d’une dualité temps-fréquence.

La décomposition ou étude de Fourier peut être vue de deux points de vue

· . Dans le premier, on connaît x(t) et on recherche les coefficients F(n). C’est une analyse dans laquelle on passe de la considération temporelle à sa considération fréquentielle à l’aide des coefficients F(n).
Dans la pratique, il existe des analyseurs qui à partir d’un signal nous donnent sa représentation dans le domaine fréquenciel.

· Le second point de vue est l’inverse du premier, c’est à dire que l’on connaît le contenu fréquentiel F(n) et on veut retrouver l’expression analytique de la fonction x(t). Les appareils qui réalisent l’opération sont des synthétiseurs.

alors X(W)=F{x(t)} est aussi une fonction complexe

on note
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De plus, il faut savoir que F(0) est la valeur moyennne du signal appelée “composante continue” ou valeur DC du signal.
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est appelé le fondamental ou premier harmonique
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est appelé harmonique de rang n

Nous alons introduire ici les notations polaire et cartésienne utilisées pour les coefficients F(n).

· représentation cartésienne : F(n)= A(n)+jB(n)

· représentation polaire: F(n)=

Il faut savoir que An est associé aux harmoniquex de rang pair et B(n) correspond aux harmoniques de rang impaire.

Rappel sur la parité

on dit qu’une fonction est paire si x(t)=x(-t)

de même un fonction est impaire si x(-t)=-x(t)

/*********************

Energie d’un signal 

L’énergie d’un signal x(t) se définie ainsi

· pour un signal continu
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· pour un signal discret
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La qualité d’un signal est souvent représenté par le rapport de l’énergie du signal divisé par l’énergie du bruit. On l’appel “rapport signal/bruit“ ou SNR en anglais 

Puissance d’un signal
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***************************************************************************

Réponse impulsionnelle d’un filtre

Nous allons voir que le filtrage correspond à une convolution. Pour cela, on commençe en définissant la réponse impulsionnelle d’un filtre h(t) comme étant la transformée de Fourier inverse de la fonction de transfert H(w).
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Exemple

Soit un filtre RC passe-bas 
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Sa réponse impulsionnelle sera 
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Nous avons vu que la sortie y(t) d’un filtre LIT pouvait être trouvée à partir de la fonction de transfert H(w) du filtre et de l’entrée x(t) grâce à la relation issue du domaine des fréquences : Y(w)=H(w).X(w)

Avec les propriétés que nous venons de voir pour la convolution, nous pouvons maintenant trouver y(t) directement(c’est à dire sans passer par la transformée de Fourier ou y(t)={h*x}(t) ).

Exemple

Réponse d’un filtre passe-bas à un rectangle

Nous avons x(t)=Rect(t) et h(t)=
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(

.

/

t

U

e

t

t

-


Dans le domaine fréquenciel nous n’aurions pas pu calculer la réponse y(t) parce qu’on ne connaît pas la T.F inverse de Y(w)=H(w).X(w)=
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Par contre, dans le domaine temporel, nous aurons : y(t)={h*x}(t)

Avec 0 pour t(-1/2
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Note1 :On appel h(t) la réponse impulsionnelle du filtre parce c’est la sortie du filtre lorsque l’entrée est un impulsion de Dirac :
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Note2 :On défini parfois la réponse indicielle ind(t) d’un filtre comme étant la réponse à l’échelon unité :
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********************************************************

Réponse en fréquence

La convolution permet de décrire la sortie d’un filtre caractérisé par sa réponse impulsionnelle(domaine du temps).
Un filtre peut également être caractérisé dans le domaine fréquentiel, ce qui nous améne à retrouver la la notion de fonction de transfert et à donner les relations liant les descriptions temporelles et fréquentielles d’un systéme linéaire.

Théoréme de Parceval
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L’énergie d’un signal se calcule de la même maniére sur son histoire temporelle ou sur son spectre.

Conséquence :

Si on prend la transformée de Fourier de l’expression qui donne la réponse d’un circuit linéaire on obtient :
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ou H(w) est la T.F de h(t)
et H(w) est la réponse en fréquence du circuit.

/*************************************************************************/

Approche fréquentielle

Pour la plupart des SLIT , on peut représenter les relations entre entrée et sortie par des équations différentielles linéaires à coefficients constants. En effet, une large majorité des lois physique sont régies par ce genre d’équations.

A partir de cela, on à déçider de donner à la relation qui qualifie (définie) un systéme, le nom de fonction de transfert(réponse en fréquence).

On écrit Y(w)=H(w).X(w)

(H(w)(est appelé le gain en fréquence
Arg(H(w)) est la phase du filtre
Comme l’argument de H(w) est souvent négatif, on parle de retard de phase ou déphasage.

L’opération de filtrage se traduit par une multiplication du spectre d’amplitude par la fonction de transfert du filtre et par un déphasage.
Si on sait que le sytéme qu’on cherche à caractériser est linéaire et invariant dans le temps, alors il suffit de connaître la T.F du signal en sortie du systéme pour une entrée connue afin de calculer la fonction de transfert, ce qui permet de caractériser le filtre.

Le filtrage d’un signal x(t) par un filtre dont la fonction de transfert est H(w) nous donne un signal y(t). Mais à cause de la relation Y(w)=H(w).X(w), nous n’avons pas directement accés à y(t). On retrouve l’expression  temporelle de la réponse y(t) en prenant la T.F-1(inverse).

On écrit 
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Exemple :

Nous allons chercher la réponse du filtre défini par la fonction de transfert suivante :
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 lorsque le signal d’entrée est une exponentielle décroissante d’un coté.
De la forme x(t)=e-(t.U(t)
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Sa transformée de Fourier est :
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 EMBED Equation.3  [image: image171.wmf]jw
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Nous utilisons Y(w)=H(w).X(w) pour trouver la sortie y(t)

Nous allons traité les deux cas (=
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· 1° cas ((
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T.F(Y(w)=
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Ce qui donne y(t)=
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· 2° cas avec (=
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Y(w)=
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En utilisant 
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On trouve 
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Donc y(t)=T.F-1
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Approche temporelle

Dans les paragraphes précédent, nous avons vu le filtrage d’un point de vue fréquentiel et nous avons vu que, pour calculer la réponse d’un filtre à un signal d’entrée donné, il fallait utiliser la transformée de Fourier inverse. Nous allons à présent montrer qu’il est possible de calculer cette réponse sans passer par la T.F. Pour cela, nous indroduisons la notion de convolution.

Définition :

Soient deux signaux x et y à valeurs continues et à temps continu. On définit le produit de convolution de deux signaux par :
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l’opération est symbolisée par l’asterix « * »

Propriétés de la convolution

a)Commutativité
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b)Associativité
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c)Element neutre
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d)Déplacement en temps
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à confirmer !!!
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e)Dérivation
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f)Périodicité

Le produit de convolution d’un fonction f(p) par un peigne de dirac donne une fonction périodique.

Soit fr(t) une fonction non nulle sur [-T0/2, T0/2]. La convolution de fr(t) par le peigne de dirac donne une fonction périodique.
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Par exemple, soit f(t)=t pour -1(t(1, 0 pour tout les reste
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g) Relation entre le produit de convolution et la transformée de Fourier.

Théoréme de Plancherel
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La transformée de Fourier d’un produit de convolution est égale au produit des transformées de Fourier.

Méthode à mettre en œuvre pour évaluer une convolution :

Interprétation par le calcul et la méthode graphique.

Le produit de convolution est défini par une intégrale. Par conséquent, pour un t donné, {f*g}(t) est l’aire qui se trouve sous la courbe f(u).g(t-u). D’un point de vue graphique, la courbe de g(t-u) se déduit de celle de g(t) :

- on retourne g(t) par rapport  à l’axe des abcsisses puis on fait une translation de t vers la droite.

Pour avoir une idée du produit f(u).g(t-u), on trace la courbe f(u), puis celle de g(t-u). Pour trouver le produit de convolution pour toutes les valeurs de t, il suffit de déplacer la courbe 
g(-u). On peut alors voir graphiquement que plusieurs zones d’intégration peuvent être défini en fonction de t.

Exercices basés sur la convolution

On recherche la convolution de la fonction x1(t)=e-t.U(t) avec la fonction

x2(t)=
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On retourne la fonction x2(t)

a) Approche graphique

Ici, nous choisisons de déplacer la fonction triangle (plus facile à dessiner) que l’exponentielle décroissante.

Cas 1 : t<0

Considérons l’intervalle de t([-(,0]. Dans ce cas, il n’y a pas de recouvrement entre les deux fonctions et la convolution donne {x2(x1}(t)=0
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Cas 2 : 0<t<1

Une fois que t passe zéro, il y aura recouvrement partiel.

Les bornes d’intégration sont [0,t].
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 EMBED Equation.3  [image: image201.wmf]t
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Cas 3 : t>1

Une fois que t passe 1, il y aura un recouvrement complét.

Les bornes d’intégration sont : [1,+(].
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Pour résumer, on trouve que la convolution est donnée par

{x1(x2}(t)=
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Le produit de convolution donne la courbe suivante :

[image: image208.png]



b) Approche mathématique

On recherche la convolution de la fonction x1(t)=e-t.U(t) avec la fonction x2=
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On utilise la définition de la convolution
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La fonction x(t-()=0 sauf dans l’intervalle 0<t-(<1 ou, également t-1<(<t.

Cela donne 
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1 cas : t<0
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2 cas : 0<t<1
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Evaluons l’intégrale.
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cas 3 : t>1

Pour cette région de t, on sait que tout l’intervalle d’intégration est positif, donc l’échelon est égal à un.
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Evidement, nous trouvons les mêmes résultats que précédement.

Calcul de la convolution f(t)(g(t).
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f(t)=
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Prenons l’exponentiel pour faire le déplacement.

F(t-u)=
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Pour commençer, nous posons le graphe suivant :
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Il existe trois régions de définition pour la convolution.

Région 1

[image: image229.png]oA
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Région 2

Pour 0<t<1, l’exponentielle recouvre partiellement le rectangle
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L’intégrale sera donc comprise de t à 1 pour cette région. La fonction rectangle vaut 1.
 Et f(t-u)=
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[image: image233.wmf][
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Région 3

Quand t>1, il n’y a plus de recouvrement entre f(t-u) et g(u) donc la convolution est nulle. Le calcul est alors superflux.
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f*g=0

En résumé nous obtenons :

F*g=
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Soit les deux fonctions, x(t) et y(t).
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Comme 
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on choisi de déplacer y(t) qui est plus simple à représenter.

Région 1

Le produit 
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=0 sur cet intervalle.
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Région 2

Pour -1<t<0, le chevauchement se produit aussi dans l’intervalle [0, t+1]. Dans cet intervalle, 
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Alors 
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Région 3

Pour 0<t<1, le chevauchement se produit aussi dans l’intervalle [0,t+1]. Dans cet intervalle la fonction 
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, mais la fonction 
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 est définie différement sur deux parties de l’intervalle de chevauchement :

On a x(t)=
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Donc le produit simple soit être évalué aussi par intervalle
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Le produit de convolution est par conséquence la somme de deux intégrales.
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Région 4

Pour 1<t<2, le chevauchement se produit dans l’intervalle [t-1,t+1]. Dans cet intervalle la fonction 
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 est définie différemment sur deux parties de l’intervalle de chevauchement :
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Le produit de convolution est par conséquence la somme de deux intégrales.
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Région 5

Pour 2<t<4, le chevauchement se produit dans l’intervalle [t-1,3]. Dans cet intervalle la fonction 
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Le produit de convolution est
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Région 6

Les fonctions sont toutes les deux nulles sur cet intervalle. Alors le 
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 pour t<-1, donc le produit de convolution est nul sur cet intervalle.

Au final
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On obtient comme représentation de la convolution
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On cherche la convolution de la fonction 
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on utilise la définition de la convolution
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Graphiquement, on aura une exponentielle des deux côtés de l’axe qui ne bouge pas. Le rectangle sera réfléchi par l’axe des ordonnées en t=0, puis déplacé. Donc, la fin du rectangle sera à Tau égale à t avec une largeur de 1.
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Il existe 3 régions d’intégration

Région 1

Pour t très négatif, le rectangle sera à la gauche de l’axe verticale. Le rectangle sera recouvert avec l’équation ext(tau).

Donc pour t<0, la convolution sera
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Région 2

Pour t très positi, le rectangle sera à la droite de l’axe verticale. Le rectangle sera recouvert par la courbe d’équation exp(-tau).

Donc pour t-1>0, la convolution sera
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Région 3

Pour 0<t<1, une portion du rectangle sera converte par exp(-tau), et l’autre portion sera converte par exp(tau).

Pour 0<t<1 la convolution sera
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 EMBED Equation.3  [image: image281.wmf]t
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Pour résumer,
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Soit les deux fonctions suivantes :
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Prenons l’échelon pour faire le déplacement.
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Il existe deux régions pour la convolution.
Pour t<0, la fonction g(t-u)=0 après u=t. Donc, le produit f(u).g(t-u=0 pour toutes les valeurs de u>t.

La convolution dans cette région est

On a 
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Quand t>0

L’intégrale de convolution couvre l’intervalle 0 vers t.

On a 
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La convolution s’écrie
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Calcul de la convolution suivante :
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On constate que tant que t<-1 ou t>1, les deux rectangles ne se recouvrent pas. Par conséquent 
f(u).g(t-u)=0 ainsi que la convoluion {f*g}(t).
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Par contre, pour –1<t<0, lesdeux rectangles se chevauchent. De plus la couverture devient de plus en plus grande et le produit nous donne

F(u).g(t-u)=1 pour –1/2<u<t+1/2
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Ensuite, quand 0<t<1, les deux rectangles se chevauchent et grandi sur tout l’intervalle.

F(u).g(t-u)=1 pour –1/2+t<u<1/2
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Pour conclure, nous constaons finalement que Rect(t)*Rect(t)=Tri(t)

Prenons 
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f(u).g(t-u) (
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donc 
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Zone 2 : :    ]0,+(]
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f(u).g(t-u) (
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donc 
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On peut résumer ceci en introduisant une valeur absolue : 
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Soit g(t)=Rect(t) et f(t)=e-(.t.U(t)

Zone 1 :    ]-(, -1/2]

Pas de région ou les deux courbes se recouvrent, donc la convolution est nulle.

Soit g(t)=Rect(t) et f(t)=e-(.t.U(t)

Dans ce cas, il est plus intéressant de prendre la forme {g*f}(t) car il est plus facile de déplacer un rectangle qu’un exponentielle décroissante.

Zone 1 :   ]-(, -1/2]

Pas d’aire commune donc la convolution est nulle
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Zone 2 :   ]-1/2, +1/2]

On a e-(.u  pour 0(u((t+1/2)

Alors 
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Zone 2 :   ]+1/2, +(]

On a e-(.u  pour (t-1/2)(u((t+1/2)

Alors 
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Le produit de convolution donne
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Soit f(t)=Tri(t) et g(t)=Rect

Zone  :   ] -(, -3/2]

Pas d’aire commune car pas de recouvrement alors {f*g}(t)=0
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Zone 2 :   ]-3/2, -1/2]

On a 1+u pour (-1)(u((t+1/2)
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Zone 3 :   ]-1/2, -1/2]

On a 1+u pour (t-1/2)(u(0
et      1-u pour 0(u((t+1/2)
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Zone 4 :   ]1/2, 3/2]

On a 1-u pour (t-1/2)(u(1
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Zone 5 :   ]3/2, +(]

Içi aussi nous n’avons pas de recouvrement alors 
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Exercice sur le T.F

Soit la fonction f(t)=
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Si on fait un changement de variable dans la deuxiéme intégrale, en utilisant z = -t, alors on a dz = -dt et les bornes d’intégration sont de ( à 0.
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on peut maintenant faire un autre changement de variable avec z = t.
On obtient
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Grâce à ses manipulations on peut combiner les deux intégrales en une seule car elles ont les mêmes bornes. C’est une possibilité pour se simplifier les calculs qui est personelle.
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Içi, nous avons un triangle donc sous la courbe l’aire A=1/2*hauteur*base=(
Si on évalue la T.F pour f=0 on à 
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Soit la définition analytique de la fonction f(t)=
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Evaluation de l’intégrale de Fourier
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Vérification

L’aire sous la courbe est 
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Soit la fonction f(t)= 
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L’aire sous la courbe est A=1/2.base.hauteur=1/2

Et 
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Pour évaluer ce rapport, il faut utiliser la régle d’Hôpital sur la partie réelle et la partie imaginaire.
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on définitive on obtient le même résultat soit ½

Soit une fonction définie par f(t)=t.e-(.t.U(t).
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On sait que pour que la T.F d’un signal existe, il faut respecter le critére de la fonction carré intégrable. En fait, il faut de l’énergie totale soit finie.


[image: image353.wmf][

]

ò

ò

ò

+¥

¥

-

+¥

-

+¥

¥

-

-

=

=

=

dt

e

t

dt

t

U

e

t

dt

t

f

E

t

t

0

.

.

2

2

.

2

².

)

(

.

.

)

(

b

b


pour évaluer l’intégrale, il faut utiliser l’intégration par parties deux fois.
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donc le signal a une énergie finie, alors la T.F peut être déduite.
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encore une intégration par partie
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Déterminons T.F-1(transformée inverse) :

Par définition, la convolution dans le temps correspond à la multiplication (produit) dans le domaine fréquenciel. Nous pouvons factoriser le rapport.
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Grâce à la table de transformée on sait que
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on peut écrire que 
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Soit la fonction f(t)= 
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  la période est 2 ou f(t+2)=f(t)

De plus f(t) admet un développement en série de fourier 
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Grâce au propriétés mises en évidence dans le cours, voici les informations que nous pouvons déduire.

La fonction est rélle et impaire

a) –F(n)=F*(n)=F(-n)

b) on sait que pour une fonction réelle, la partie Re de F(n) (soit An) de la serie est paire

c) pour une fonction rélle impaire, on sait que les coefficients de F(n) sont imaginaires pure

d) il découle de c) que tous les An sont nuls

Chercher 
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Tout d’abord, nous devons simplier
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en utilisant les relations trigonométriques de bases on peut encore simplifier
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Enfin, nous avons une fome qui existe dans la table de transformée


En utilisant la propriété de déplacement en fréquence nous savons que 
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Puis en suivant la table 
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Année 95 

Trouvez la transformée de Fourier de 

f(t)= 
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Méthode 1 : En déterminant l’intégrale
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on va utiliser une autre méthode disponible pour arriver au même résultat

Méthode 2 : En utilisant une propriété

si on écrit 
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En utilisant la propriété :
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A l’aide de la table 
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Donc 
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la dérivé ci-dessus est de la forme u.v=u.v’+u’.v

Méthode 3 : En examinant la dérivée de la fonction
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La fonction est constante jusqu’à t=-3, donc la dérivé est nulle. A t=-3, il y a un échelon de hauteur –3, donc la dérivé est un delta de poids –3. De t=-3 à t=3, la pente est de t, donc la dérivé est 1. A t=3, il y a un échelon de hauteur –3, donc la dérivé est un delta de poids –3.
Après ce points la dérivé est nulle.

Il faut encore dérivé pour obtenir au final que des fonctions delta.
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La dérivé premiére est constante jusqu'à t=-3, donc la dérivé seconde est nulle. A t=-3, il y a un échelon de hauteur 1 et un delta de poids –3, donc la dérivé seconde a t=-3 est un delta de poids 1 plus la dérivé d’un delta de poids –3. Entre, -3<t<3, la dérive premiére est constante, donc la dérivé seconde est nulle. A t=3, il y a un échelon de hauteur –1 et un delta de poids –3, donc la dérivé seconde a t=3 est un delta de poids -1 plus la dérivé d’un delta de poids –3.

On peut écrire 

D²f(t)=
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F[D²f(t)]=F[
[image: image385.wmf])

3

(

3

)

3

(

)

3

(

3

)

3

(

-

-

-

-

+

-

+

t

D

t

t

D

t

d

d

d

d


Le théoréme de différentiation en temps donne
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alors 
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Soit la fonction suivante

f(t)= 
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Deux méthodes de résolution se présentes à nous.

Méthode 1 :

On peut considérer f(t) comme la différence de 2 fonctions triangles.
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correspond à f(t)=2.Tri(t/2)-a.Tri(t/a)

déduction en regardant la table 
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Méthode 2 :

En dérivant f(t) au sens des distributions.
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on note Df (t)= 
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et D²f (t)=
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et T.F de 
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Satisfaction car les résultats issus des 2 méthodes sont identiques.

Déterminons la T.F pour la fonction ci-dessous
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En observant le graphe, on peut dire que f(t) est paire alors (cf propriété) la T.F doit être rélle et paire

Plusieurs méthodes s’offrent à nous.

Méthode 1 :

En déterminant les dérivées.
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En utilisant le théoréme de la dérivation nous avons
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Méthode 2 :

Evalué la T.F en écrivant la fonction comme la somme d’un rectangle plus un rectangle multipliée par t².
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la deuxiéme dérivée n’est pas trop difficile à trouver
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Méthode 3 :

Calcul grâce à l’équation de définition
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/********************************************************/

Notions de corrélations – permettent l’étude des propriétés énergétiques des signaux.

Définition

Rxx est la fonction d’autocorrélation entre x(t) et lui même

Rxy est la fonction d’intercorrélation entre x(t) et y(t).
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défini pout les signaux d’énergie finie

Ses formules s’appliquent pour les signaux déterministes et d’énergie finie. Ces fonctions de corrélations permettent de comparer des signaux distincts en fonction de leur retard. Grâce à elles on va pouvoir étudier la ressemblance de différents signaux (dans le domaine temporel), et la répartition de l’énergie ou de la puissance en fonction de la fréquence. En outre, les principales applications des fonctions de corrélation prennent place dans le cade de l’étude des signaux aléatoires.

Densité spectrale d’énergie et de puissance

On appelle D.S.P (pour les signaux de puissance moyenne finie) ou D.S.E (pour les signaux d’énergie finie) la transformée de Fourier des fonctions de corrélation.


[image: image451.wmf](

)

{

}

t

xy

xy

R

F

T

f

S

.

)

(

=

 interspectre


[image: image452.wmf](

)

{

}

t

xx

xx

R

F

T

f

S

.

)

(

=

 spectre ou autospectre

La TF de la convolution de deux signaux est le produit de leurs TF et la TF inverse d’une convolution de deux TF est le produit des deux TF inverses.
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