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DESCRIPTION DES PHENOMENES DE COMMUTATION Page 1

1. DESCRIPTION DES PHENOMENES DE COMMUTATION.
1.1 GENERALITES

1.1.1 Nécessité de la commutation

L'électronique de puissance a pour ambition la conversion des ondes électriques (de continu en
continu, de continu en alternatif et inversement, d'alternatif en alternatif) et la commande de la
puissance électrique ainsi convertie au moyen de composants électroniques, c'est-a-dire
d'éléments de petites dimensions devant les systémes alimentées.

Lorsque ces opérations s'effectuent a forte puissance (par rapport a celles facilement commandées
en electronique linéaire) elles doivent obligatoirement I'étre a tres faibles pertes relatives, non
seulement pour des raisons de rendement mais surtout parce qu'il est alors exclu que les
composants électroniques utilisés puissent dissiper sans risque un pourcentage non négligeable de
la puissance mise en jeu.

Autrement dit, pour les puissances (par exemple au-dela d'un kilowatt) nécessitant des tensions et
des intensités élevées, un élément de convertisseur parcouru par une portion importante du
courant nominal ne pourra provoquer qu'une chute de tension tres faible pour que ses pertes
soient compatibles avec ses dimensions et sa température maximale de travail, inversement, s'il
supporte tout ou partie de la tension nominale il ne pourra étre traversé que par un courant
d'intensité négligeable.

En définitive, les composants électroniques ne pourront travailler que dans deux types d'états

- courant de l'ordre de grandeur du courant nominal, tres faible tension,
- tension de I'ordre de grandeur de la tension nominale, tres faible courant.

Pour réaliser les conversions recherchées il faudra de plus que les composants passent d'un type
d'états a l'autre au cours de transitions rapides et peu dissipatrices (c'est-a-dire respectant leurs
contraintes thermiques) ; on dira alors qu'ils commutent.

Ce mode de fonctionnement des composants électroniques ressemble a celui des interrupteurs
mécaniques.

En conclusion, I'électronique de puissance est nécessairement une électronique de commutation
et on peut l'analyser intégralement en remplacant les composants électroniques par des
interrupteurs électroniques (ou interrupteurs statiques) dont on définira plus loin les
caractéristiques.

On adoptera desormais le vocabulaire relatif aux interrupteurs : état ouvert, état fermé, ouverture,
fermeture.

1.2 FONCTION ELEMENTAIRE DU TRAVAIL EN COMMUTATION

1.2.1 Définition

Les dispositifs qui vont servir d'interrupteur en électronique de puissance doivent travailler dans
I'un des états stables suivant :

- état ouvert (ou bloqué) noté OFF

- état fermé (ou conducteur) noté ON
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DESCRIPTION DES PHENOMENES DE COMMUTATION Page 2

Soit Q un dip6le —interrupteur, ug la différence de potentiel et i I'intensité du courant direct, ces
états sont décrits, lorsque Q est alimenté par une source de tension en série avec une résistance
par les relations

Etat ouvert OFF : Uy =Uq Etat fermé ON : .U
= =R,

IQ = O S

Ug =0

Il faut ajouter aux états statiques une caractéristique dynamique, c'est a dire la trajectoire
suivie par le point de fonctionnement de I'interrupteur lors d'une commutation.
1.2.2 Interrupteur idéal sous charge résistive

La Figure 1-1 (b) presente la caractéristique d'un interrupteur idéal. A I'état bloqué (OFF), la
résistance d'isolation est infinie et a I'état fermé (ON), la résistance de passage est nulle.

i
is R io }e
> ] oy
o | | T l _______
Us u -
Q Q: >
o
RS
() _ (b)
. |
Q4
Uar lo
u
OFF i & < ON
....... ON ... Rs
. . OFF
OFF |  ON t S " u
U Q
©) (d)
Figure 1-1 : Représentation schématique d'un interrupteur idéal
Interrupteur ouvert
IQ(OFF) =0
UQ(OFF) =Us 11

Poorr = loorr “ Yoorm = 0
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DESCRIPTION DES PHENOMENES DE COMMUTATION Page 3

Interrupteur fermé
A
QoN) R

Poony = Yoony Yooy = 0

Dans le cas de l'interrupteur idéal, la trajectoire suivie par le point de fonctionnement est telle que
la commutation n'induit aucune perte.

1.2.3 Interrupteur avec résistance interne et résistance de fuite sous charge résistive

La Figure 1-2 (b) présente la caractéristique d'un interrupteur. A I'état bloqué (OFF), la résistance
d'isolation prend la valeur Rorr et a I'état fermé (ON), la résistance de passage est égale a
Ron =ron//Rore.

i Ry iQ I iQ
. 1,
S e
— pente : 1/Ry,
pente : 1/Roee
U o
Uq
\/
_ (b)
e io 4
Ys
Uorr b
Ion loon) ON
| | OFF
o Uon loorpf b
OFF |  ON t Ugon) Ho(orr) Yo
© (d)

Figure 1-2 : Représentation schématique d'un interrupteur avec résistance de passage et d'isolation

CD:\ELP\Cours\Chap1



DESCRIPTION DES PHENOMENES DE COMMUTATION Page 4

Interrupteur ouvert

. U,
ig =—3
OFF) Ry +Rorr
Rorr
u =—"—
QOFF) TR 4Ry 13
: Roee 2
Pacore) ~1oore) 00e) T (R G Ropr)?
Interrupteur fermé
. U,
IQ(ON) - R R
S + ON
R
u —_ ToN |
QoM R 4R, 14

P =i -u R e
QoN) ~ Q(oN QON) 2 s
(ON) ©QN) TN T (R 4+ R,)

Cet interrupteur, comme les précédents, ne possede pas de pertes de commutation. Par contre, il
est le siege de pertes de conduction a I'état bloqué comme a I'état conducteur.

1.2.4 Interrupteur avec capacité parasite sous charge résistive

La Figure 1-3 (b) présente la caractéristique d'un interrupteur non idéal. A I'état bloqué (OFF), la
résistance d'isolation prend la valeur Rorr et a I'état fermé (ON), la résistance de passage est égale
a

Ron=. Rore//fon. Une capacité parasite aux bornes de I'interrupteur modifie le comportement
dynamique de ce dernier (durant les commutations).

ylo

pente : /Ry,

pente : 1Ry

—

»

Uq

(@) (b)

Figure 1-3 : Représentation schématique d'un interrupteur et de sa caractéristique statique
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1241 Caractéristiques dynamiques (OFF—ON)

Lorsque l'interrupteur est a I'etat OFF, on peut définir le point de fonctionnement avant
commutation de la maniére suivante :

_ R
Uoorry = R+R..
s T Rorr

o ope) = 25—
Q(OFF) —
R, + Roer

15

Ces deux grandeurs représentent les conditions initiales lors de la commutation. A la fermeture de
I'interrupteur, on peut écrire la relation liant les courants au nceud de la borne supérieure de
I'interrupteur

() =l O +i (O +ic () =i, () +ic (1)
Us_uc(t)_uc(t)+c duc(t)
R, R, " dt

S

e 1.6
avec pour condition initiale:
R
Us(0) = Ugorry = o
’ Rs + ROFF )

la solution générale de cette équation différentielle prend la forme

R _ ) R _ .
uc(t):uQ(t):¢°Us'(l— t/(Rs//RoN)Cp)_FL'US'e t/(Rs //Ron )-Cyp
R; + Ron R + Roer 17
i Us_uc(t) Us_uQ(t) ’
IQ (t) = =
R, R,
[ Uo(), ig(). Po®) [pu]
QA : .

uo() i(t)

o
T/
0.6 \
0.5 v
Ny

0.2

0.1

0

t [ms]
(b)

Figure 1-4 : Comportement dynamique de linterrupteur a la fermeture
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La seconde des relations 1.7 montre que la trajectoire du point de fonctionnement dans la phase
dynamique est parfaitement definie. 1l s'agit d'une droite. Le parametre t donne la vitesse de
déplacement de la paire uq, ig Sur cette droite.

Les pertes de commutation correspondent a la décharge du condensateur Cy, qui voit a ces bornes
R . . R R
—9%F U, =U, jusqua u,(0)=—N .U =-—N.U_,

la tension varier de u,(0) = s
Rg + Roer R +Ron R

S
1.24.2 Caractéristiques dynamiques (ON—OFF)
Lorsque l'interrupteur est a I'état ON, on peut définir le point de fonctionnement avant
commutation de la maniére suivante :
u _ RON .
Q - s
©ON) R+ Ry
i Y
QoM TR IR

1.8

Ces deux grandeurs représentent les conditions initiales lors de la commutation. A l'ouverture de
I'interrupteur, on peut écrire la relation liant les courants au nceud de la borne supérieure de
I'interrupteur

iQ H= iROFF )+ icp (t)

Us _uc(t) _ uc(t) +Cp . duc(t)
R, Roer dt

avec pour condition initiale:

_Rov |

R,+Ryy

1.9
U (O) =Ugyony =
la solution générale de cette équation différentielle prend la forme
Roer ~t(Roge HRSCy) Ron ~(Roge HRSCy)
u (t)=uy(t) =——>—U -(1-e )+—=—U,-e
Rs + ROFF Rs + I:QON

Us_uc(t) _US_UQ(t)
R R

1.10

iy (t) =

S S

Comme pour le cas de la commutation a la fermeture, la trajectoire du point de fonctionnement
dans la phase dynamique est une droite. Le paramétre t donne la vitesse de déplacement de la
paire uUg, ig sur cette droite.

Les pertes de commutation sont en fait une accumulation d'énergie dans le condensateur C qui

5"

. . R . . R
voit la tension a ces bornes passer de u,(0) =—2—-U, jusqu'a u, (o) = —2>*F—-U
R + Roy s + Rore
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uo(t), in(t), Pa())

QA
0.9 \ io(t) uq(t)
038
oo\ /

iQON - ¢ ON 0.6 \

—_ 0.5 v
° R, o4 //\
N2\

0.2
OFF L [eety
1 > . : \\
u UQ 00 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
QOFF t [ms]
@) (b)

Figure 1-5 : Comportement dynamique de l'interrupteur a l'ouverture

1.2.5 Interrupteur avec résistance interne et résistance de fuite sous charge inductive
La Figure 1-6 (b) présente la caractéristique d'un interrupteur. A I'état bloqué (OFF), la résistance
d'isolation prend la valeur Rorr et a I'état fermé (ON), la résistance de passage est égale a
Ron=Rorr//Ton.
La charge connectée a cet interrupteur est de type inductif.

A iQ

pente : 1/Rqy

pente : 1Ry

—

»
»>

Ug

(b)

Figure 1-6 : Représentation schématique d'un interrupteur sur charge inductive

1251 Caractéristiques dynamiques (OFF—ON)

Lorsque l'interrupteur est a I'état OFF, on peut définir le point de fonctionnement avant
commutation de la maniére suivante :

u _ ROFF .
Q(OFF) s
(OFF) Rs + ROFF

o opey = 5
Q(OFF) —
RS + ROFF

111
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Ces deux grandeurs représentent les conditions initiales lors de la commutation. A la fermeture de
I'interrupteur, on peut écrire la relation liant les tensions de la maille principale du montage.

Ug =ug (1) +ug (1) +uq(t)

di, (t :
Us = Ls 'ﬁ'i_(Rs + RON)'Is(t)

at 1.12

avec pour condition initiale: '
_ Y
Rs + I:QOFF
la solution générale de cette équation différentielle prend la forme

i (0) =

iQ (t) = L . (1_ e—t-(RS+RON )/L) + L . e*t'(RerRON )L
s T Row R, + Ror 113

Ug = RON 'iQ )
La seconde expression des relations 1.13 montre que la trajectoire du point de fonctionnement

dans la phase dynamique est parfaitement définie. Il s'agit d'une droite confondue avec la
caractéristique "ON" de l'interrupteur. Le parametre t donne la vitesse de déplacement de la paire

Ug, i sur cette droite.

RON U . US
Re+Roy  Re+Rgy

S ON

pente : -R

“
.\‘
. /

Rore ) - Ys
\ RS+R * RS+ROFF

OFF

\/

pente : 1/Rqer

pente : 1/Rgy

Diagramme de fonctionnement
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Fermeture de l'interrupteur

20 — oo Ys
18 — aem Rs +Roy
/ iQ(t)
14 /
. U
iy (0)= >
. / / ) Rs + Rore
B4
10
R,
U, (0) = N Y
8 / / - ¥ RS ROFF s
6 / —
R
4 ..4-——/ Ugony =55 Ys
/ L= Uo(t) Rs + Roy
2 g ;
¢ 5
05 |1 15 2 25 3 35 4 45 5

Ton=Ls/(Rs*+Ron) tms]

Figure 1-7 : Comportement dynamique de l'interrupteur a la fermeture

Dans le cas de la fermeture de I'interrupteur sous charge inductive, il n'y a pas de perte de
commutation pour un interrupteur sans capacité parasite.

1.25.2 Caractéristiques dynamiques (ON—OFF)
Lorsque l'interrupteur est a I'état ON, le point de fonctionnement avant commutation vaut :
_ RON .
UQ(ON) o s
R, +Roy

oo = — 25—
Q(ON) —
R, + Roy

1.14

Ces deux grandeurs representent les conditions initiales lors de la commutation. A lI'ouverture de
I'interrupteur, on peut écrire la relation liant les courants au nceud d'une des bornes de
I'interrupteur

Us=u, t+ Up, () +ug(t)

RS GRLSRNG

avec pour condition initiale: L15
. U
i(0)=——"—
R, +Roy
la solution générale de cette équation différentielle prend la forme
is(t) _ iQ (t) _ Us .(1_e—t‘(Rs+Rom=)/L)+ Us .e—t‘(Rs+Ropp)/L
R + Rore R, + Roy 1.16

Uy (t) = ROFF 'iQ (t)
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La seconde expression des relations 1.16 exprime la trajectoire du point de fonctionnement
durant la phase dynamique. Il s'agit d'une droite confondue avec la caractéristique "OFF" de
l'interrupteur. Le parametre t donne la vitesse de déplacement de la paire ug, ig Sur cette droite.

RetRore

RON o US . \ { ROFF UE' Us }
£ 1RS+R0FF .: RstRose ~ Rs+Roer

pente : 1/Ry-

pente : 1/Ryy

Figure 1-8 : Diagramme de fonctionnement de l'interrupteur a l'ouverture

i(t) [A]
20 \ ! !
18 . | U
iy(0)=————
s \ © Rq + Ry

)

12

6
. U
\ \ IQ OFF) =
4 ( Rs + ROFF

|~ /

o | 2 4 6 8 10 12
t [us]

Torr=Ls/(Rs*+Rorr)
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ug(t) [kV]
20
DN
\ Ug (0) - hu s
16 Rs + RON

14 \
12 \
ol |

|\ Ry
) \ \ UQ(OFF) - Rs + Roer Ys
\\ i

| > /

0 ‘ 2 4 6 8 10 12

t [us]
Torr=Ls/(Rs+Rorr)

Figure 1-9 : Comportement dynamique de l'interrupteur a l'ouverture

Dans ce cas les pertes de commutation sont trés importantes. En effet I'inductance Ls se comporte
comme une source de courant. Lorsque I'on provoque une ouverture du circuit par l'interrupteur,
le courant ne peut s'interrompre brusquement. Une surtension dépendant du produit de la
résistance de fuite de l'interrupteur (Rorr) et du courant circulant dans I'inductance au moment de
I'ouverture de l'interrupteur.

1.2.6 Interrupteur avec résistance interne et résistance de fuite sous charge capacitive

En utilisant le principe de dualité, on peut transformer le schéma de la Figure 1-6 par celui de la
Figure 1-10 (a). En effet en remplagant la source de tension Us par une source de courant I, les
résistances R par des conductances G, l'inductance L par une capacité C, l'interrupteur avec les
états inverses (fermé <> ouvert) on obtient une parfaite similitude entre les deux structures. En
assignant les valeurs des éléments de la maniere suivante

{l s}:{Us}

{Cs}:{l—s}

{Gs}={Rs} 117
{GON}:{ROFF}

ON}={OFF
{ } { } - {{gOFF}z{rON}

on peut simplement intervertir les valeurs de la tension ug avec le courant iq du cas de la charge
de type inductive.
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pente : Gy

pente : Goge

—

>
»

Ug

(b)

Figure 1-10 : Représentation schématique d'un interrupteur sur charge capacitive

avec

G
Gorr = Sorr 1.18

GON + g OFF

1.2.6.1 Caractéristiques dynamiques (OFF—ON)

Par analogie avec la charge inductive définie au paragraphe précédent, on peut montrer que le
diagramme de fonctionnement prendra I'allure de la Figure 1-11. Le soin est laissé au lecteur de
verifier la véracité du résultat.

Dans le cas de la fermeture de I'interrupteur sous charge capacitive, il y a de fortes pertes de
commutation dues au courant capacitif limité que par la conductance Go.
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DESCRIPTION DES PHENOMENES DE COMMUTATION

{# - GON |}
’ s
Gs+Goee  Gs+Gope
. = =L
IQ A
. Gou
[ Ge+Goy "Gs+Goy
s
\..
i \ pente : -1/G;
I,' .\'-..._/
i : S
{ . : Ge+Gorr * Gs+Gorr
i
........... K..-.._.._.,_,,-... UQ
pente : GOFF

Figure 1-11 : Comportement dynamique de l'interrupteur a la fermeture : Diagramme de fonctionnement

1.2.6.2 Caractéristiques dynamiques (ON—OFF)
Toujours par analogie avec le cas de la charge inductive, on obtient pour le diagramme de

fonctionnement l'allure de la Figure 1-12.

Is . Gon I
G+Gg,” Gst+Goy

1-1G

‘ pente

I . G | ," ‘ { Iy : Gorr Is}
Ge+Goy ' Ge*+Goy § | “.. LGBstGorr " GtGoge

N !
pente : G, i|_~pente : Gy GS_
i OFF

Figure 1-12 : Comportement dynamique de l'interrupteur a l'ouverture

Dans ce cas les pertes de commutation sont nulles, le courant aux bornes de l'interrupteur étant

immédiatement limité.

CD:\ELP\Cours\Chap1



DESCRIPTION DES PHENOMENES DE COMMUTATION Page 14

1.2.7 Diagramme de fonctionnement, cas réel

On appelle diagramme de fonctionnement la trajectoire de la paire ug, ig lors d'un cycle de
commutation. Dans les paragraphes précédents, nous avons vu une décomposition de cas simples.
Dans la majorité des cas réels, la charge est inductive (moteur, transformateur, filtre, ...) et
I'interrupteur posséde une caractéristique complexe (MOSFET, IGBT, transistor bipolaire BJT,
o).

En superposant le diagramme de fonctionnement avec les aires de sécurité des composants
semiconducteurs de puissance, on peut s'assurer que le composant choisi est apte a supporter les
transitoires de commutation, notamment la surintensité a la fermeture et la surtension a
I'ouverture. Ce point sera développé a la suite du cours.

Les diagrammes de fonctionnement pour les trois cas de charge que sont la résistance, la capacité
et I'inductance prendront donc les allures definies aux paragraphes suivants:

1271 Perte de commutation sur charge résistive

g4

loon

RN
S

N OFF
e

uQOFF

>
»

Uq

Figure 1-13 : Diagramme de fonctionnement réel pour une charge résistive

AuQle;pQ

Ug(H)

"t
Figure 1-14 : Perte de commutation pour une charge résistive
Si les caracteéristiques dynamiques de l'interrupteur sont identiques a la fermeture et a lI'ouverture,

les pertes de commutation OFF — ON et ON — OFF sont identiques dans le cas d'une charge
résistive.
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1.2.7.2 Perte de commutation sur charge inductive

iQA

iQON I S
\ N
\ \
\ /
F\ ~ - OFF ~ d
1 » u
UQOFF Q

Figure 1-15 : Diagramme de fonctionnement réel pour une charge inductive

AuQ,inpQ

Ug(1)

»

1

Figure 1-16 : Perte de commutation pour une charge inductive

Dans ce cas, l'inductance se comporte comme une source de courant. Lors de la fermeture de
I'interrupteur, le courant ne peut croitre instantanément, de ce fait les pertes de commutation OFF
— ON sont réduites (par rapport au cas d'une charge résistive). Par contre, lors de I'ouverture de
I'interrupteur, le courant de la charge ne peut diminuer instantanément. Il y aura donc une forte
augmentation de la tension aux bornes de l'interrupteur afin de forcer le passage du courant. Les
pertes de commutation ON—OFF seront donc augmentées (par rapport au cas d'une charge
résistive)
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1.2.7.3 Perte de commutation sur charge capacitive

ig)

- N
- // \
loon 9" ON \
\ \
\ A
\ \
\ \
AL \OFF
Uq

uQOFF

Figure 1-17 : Diagramme de fonctionnement réel pour une charge capacitive

AquIleQ

Ug()

Figure 1-18 : Perte de commutation pour une charge capacitive

Dans ce cas, la capacité se comporte comme une source de tension. Lors de la fermeture de
I'interrupteur, il y a une pointe de courant qui provogue une augmentation des pertes de
commutation OFF — ON (par rapport au cas d'une charge résistive). Par contre lors de
I'ouverture de l'interrupteur, la tension aux bornes de celui-ci ne peut croitre instantanément. De
ce fait, les pertes de commutation ON—OFF sont réduites (par rapport au cas d'une charge
résistive)

1274 Conclusion

En guise de conclusion, on dira que pour minimiser les pertes de commutation dans les
semiconducteurs jouant le réle d'interrupteur, il serait souhaitable de réaliser une fermeture sur
charge a caractére inductif et une ouverture sur charge a caractére capacitif.
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ANNEXE

Al EQUATION DIFFERENTIELLE LINEAIRE DU PREMIER ORDRE

Afin de clarifier l'utilisation des relations faisant intervenir les équations différentielles linéaires
du 1* ordre a coefficients constants, des exemples théoriques et pratiques sont donnés dans cette
annexe.

A1l Exemple théorique
Soit I'équation différentielle suivante :

Y ay=b AL
dx
ou a et b sont des constantes. Cherchons tout d'abord la solution de I'équation génerale homogéne

ﬂ+ay:0 A2

dx
En posant pour solution de I'équation homogéne la forme générale
y, =Ce” A3
on obtient I'équation caractéristique
k+a=0 A 4
Par suite la solution de I'équation homogene est
Y, = Ce ™ A5
Cherchons a présent la solution particuliere y, de I'équation non homogene sous la forme
y,=B A6
En substituant dans la relation A. 1, on obtient

b

B= AT
a

Et la solution générale de I'équation est
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. D
y=y,+y,=Ce 3 A8

La constance C est obtenue par la connaissance de la condition initiale. En effet

b
y(0)=C+— A9
a
et par conséquent
by & b
0= yO)-2 e 2 A 10
a a

Dans le cadre de ce cours, on a pour habitude d'écrire cette relation sous une autre forme

o | T

y(x)==-[l-e*)+y(©0)-e™ A1

Dans la plupart des cas, a > 0. La signification physique des divers termes est donc la suivante

b
)= — -|\l-e™ 0) -e™
W= - ) yo) AL
—— Valeur initiale
Valeur finale
Al2 Exemple: Circuit RL
it)
L
U
R
\
Figure A.1 :Inductance réelle soumise & une tension
i~ Y Y2), o) e F
i(t)= = -(1—e + i) -e A 13
VaIMale Valeur initiale
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A.2 EQUATION DIFFERENTIELLE LINEAIRE DU DEUXIEME ORDRE

Afin de clarifier I'utilisation des relations faisant intervenir les équations différentielles linéaires
du 2°™ ordre a coefficients constants, des exemples théoriques et pratiques sont donnés dans cette
annexe.

A.2.1  Exemple théorique

Soit I'équation différentielle suivante :

d’y , . dy

W+ad—x+by—c A 14
ou a, b et ¢ sont des constantes. Cherchons tout d'abord la solution de I'équation générale
homogéne

d’y , Ay o

W+a&+by_0 A. 15

En posant pour solution de I'équation homogene la forme générale
y, =Ce" +C,e" A 16

on obtient I'équation caractéristique

k’+a-k+b=0 = A 17

L'intégrale générale est donc de la forme:

Yo (¥) = e—%x : Cl(:‘J(gji_bX +Cz(-)_\/@]7_b'X

A. 18

Cherchons a présent la solution particuliere y, de I'équation non homogene sous la forme
y,=C A. 19
En substituant dans la relation A. 1, on obtient

C= A. 20

¢
b
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Et la solution générale de I'égquation est

(X)+Yy,(x) = e—%x : C:le\/cji_b.X +C2e_\/(§j7_b'X +%

y(x)=Yy, A 21

La constance C est obtenue par la connaissance des conditions initiales. En effet
c
y(0)=C,+C, Y A. 22

et pour la dérivée

_ay a 2—b~>< a 2—b~x
dY(X):_Ee 2 Cl_e\[zj +C2-e\[2J
dx 2
A. 23
_ay 2 1 2 2—b-x 1 Ez—bx
+e 2| gj ~-b-|C,-e (2] -C,-e (Zj
dy(0 a a)
%z—z-(C1+C2)+ (Ej ~b-(C,-C,) A. 24
Les coefficients C; et C, prennent la forme suivante
2+ (2) b 1 dy(0)
c
-2 g ) Lo .
a b a dx
2 U b 2 (j b
2 2
a a)’
2" (zj b 1 dy(0)
C
C,= y@) -+ |- y A. 26
a)? b a)? dx
2 j -b 2./l =| -b
2 2
et par conséquent
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y(x)=e 2| = — + -y(0)

+e 2| & _
Y dx A. 27
2 (j b
2
2 2—b X -2 2—b-x 2 2—bx -2 2—bx
B I D R G G
ey " 2 b
2 (a) ~b
2
Les trois cas qui peuvent se présenter sont décrits dans les paragraphes suivants.
A2.1.1  Lestermeskj et k; sont réels et identiques
a 2
(_j =0 A2
2
sachant que
lim ekx _e—kx o lim e(kx) _e—(kx) .y
k—0 2k - k—»0 2(kx) - A. 29
on obtient finalement
y(x) = e_zx(g-xﬂj- y(0) + xe 2 M+ 1—e_zx(i- x+1] £ A. 30
2 dx 2 b
A2.1.2  Lestermesk; et k, sont réels et distincts
a 2
(—) -b>0 A 31
2
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y(x)=e7%X L-sinh[ [Ej —b-x}+cosh[ (Ej —b-X} -y(0)
2\ 2 2

-3 1 . a) dy(0)
e?. -sinh| /| =| —Db-
+ - ! ( (2) X] dx A. 32

a 2 2
1—e 2| & inh (3) —b-x |+cosh (E] “bex |||
AT 2 2 b

A213 Les termes k; et k, sont réels et distincts

2
(3) —b<0 A 33
2

2 1 . a) _|dy(0)
+e 2 . -sinf ,|b—| =] -x
. [ (2) J dx A 34
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A.22 Exemple: Circuit RLC
On pendra comme exemple un grand classique, soit le circuit RLC

Conditions initiales : uc(0)=10vV
i(t) i(0)=20A
L Valeurs des composants :  L=1mH
C=1uF
R=630
Ue 15042
R 50
u()| == C
\

Figure A.2 : Circuit RLC

Du circuit ci-dessus, on peut écrire I'équation différentielle

di(t)

Ug =Ri(t)+L——=
e =RiO+L=

+Ug (t) A. 35

Le courant circulant dans le condensateur a pour expression

. du.. (1)
i(ty=C—=+~
(t) m A. 36
On arrive & une équation différentielle linéaire non homogene du 2°™ ordre
2
U =LC d ;’tcz(t) + RC%JMC (t) A.37

La condition initiale pour la tension aux bornes du condensateur vaut
u:(0)=0 A.38

La condition initiale pour le courant dans le condensateur vaut

due 1.
0)==i(0
it (0) C() A. 39

En utilisant les résultats du paragraphe A.2.1, on obtient la forme générale suivante :
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R R_2 1 " 2 uc (0)
) i
eTRL e\/[zRszLlc‘t ~ EJ[ZRL]ZSC |
+ C : . > . 'I(O) 0
) e
A e R ey g e
_ R ) .

2L Ryt 2
2L) LC

que I'on peut subdiviser en trois cas distincts

1 L

2
A221 Premier cas : i —-—=0 = R=2|—
2L LC C

R R

R
U (t) = e ZL‘(Z—RL-Hlj-uC(O)H-e 2Lt%~i(0)+(1—e ZL‘(Z—RL.Hlj]-uE A 4L

uc(t) [V] ic(t) [Al
40.00 4.00

uc(t)
30.00 / 3.00
2.00

20.00

10.00 1.00
&@)
-5.00
0 100.0 200.0 300.0 400.0 t [us]

Figure A.3 : C=1uF, L=1mH, R=63.2
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1

2
A222 Deuxiéme cas : i -—>0
2L LC

R 2 2
u (t)=e 2- R -sinh (i) _ L ]+ cosh (ij 1y -U¢ (0)
Y 1 2L) T LC 2L) LC

JaT&
2L LC

R 2
rett ! sinh (ij IS AT A 42
Y 1 2L) T LC -

¢ (zJ e

uc(t) [V] ic(t) [A]

25.00 25.00

—
/ et
20.00 20.00

15.00 / 15.00

10.00 10.00

\ ic(t)
5.00 5.00

0 20.00 40.00 60.00 80.00 t [us]

Figure A.4 : C=1uF, L=1mH, R=15002
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1

2
A223 Troisiéme cas : (i) -—<0
2L LC

R 2 2
uc(t):e oL R .sin i_(ij .t |+ cos i_(ij -t 'UC(O)
1 Rjz LC \2L LC \2L
2L

LC_(ZL

Lc 2L

. 1 ol 1L (RY L]
+e C\/l (RT sm( c (ZLJ t} i(0) A. 43

R 2 2
1-¢ 2t R -sin i—(ij -t |+cos i—(ij ] ]-Ug
2L

LC_(ZL

uc(t) [V] ic(t) [A]
80.00 8.00
60.00 6.00

/\Uc(t)
40.00 4.00

20.00

0 250 500 750 1000 1250 1500 1750 t [us]

Figure A.5 :C=1uF, L=1mH, R=5.
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